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Magistrsko delo magistrskega študijskega programa II. stopnje
Strojnǐstvo
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NASLOV TEME: Karakterizacija dinamskih lastnosti statorskega sklopa direktnega
kolesnega pogona
Prodor novih tehnologij elektridnih pogonskih sistemov v ar,tomobilski industriji se kaLe v
obliki zniZanla emisij in hrupa ter zagotavljaoja bolj5ih voznih lastnosti. Glavni vir vibracij in
obremenitev tovrstnih pogonov predstavljajo nepravilnosti na cesti5du in notranji viri v samem
pogonskem sklopu. Kolesni pogoni predstavljajo t. i. nevzmetene mase, ki so podvrZene
velikim mehanskim obremenitvam, le te pa lahko vodijo do pojava po5kodb. S tega vidika je
kljudna izvedba numeridnih dinamskih analrz za zagotavljanje zanesljivosti ter identifikacijo
potencialnih po5kodb zaradi utrujanja. V sklopu magistrske naloge bo delo kandidata
usmerjeno v izvedbo dinamske analize statorskega sklopa direktnega kolesnega pogona.
V prvem delu se seznanite z osnovami metode kondnih elementov ter numeridne modalne
analize. V nadaljevarlu z metodo kondnih elementov zapi5ite numeridni model statorskega dela
direktnega kolesnega pogona ter dolodite vrednost modalnih parametrov. Nadalje izvedite
validacijo razvitega numeridnega modela prek primerjave izmerjenih in numeridno pridobljenih
modalnih parametrov. Za narnen doloditev obremenitev tekom Zivljenjske dobe preglejte
standarde ter definirajte statidne in vibracijske obremenitve, ki naj sluZijo za izradurr' napetosti
in Zivljenjske dobe obravnavanega sklopa.
Magistrsko delo je treba oddati v jezikovno in terminolo5ko pravilnem slovenskem jeziku. Rok
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Karakterizacija dinamskih lastnosti statorskega sklopa direk-
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Aleš Zorman





S procesom elektrifikacije pogonskih sistemov v avtomobilski industriji se pojavlja po-
treba po hitrem in učinkovitem razvoju tovrstnih produktov. Z vidika strukturne
celovitosti je poglavitna izvedba numeričnih dinamskih analiz za zagotavljanje zane-
sljivosti skozi celotno življenjsko obdobje izdelka ter identifikacijo potencialnih poškodb
zaradi utrujanja. V magistrskem delu je izvedena dinamska analiza statorskega sklopa
direktnega kolesnega pogona. Predstavljena sta numeričen model omenjenega sklopa
in validacija le tega. Obremenitev pri vibracijskem testiranju določa standard ISO







Characterization of the dynamic properties of stator assembly
for in-wheel drive
Aleš Zorman





With the electrification of propulsion systems in the automotive industry, there is
a need for rapid and efficient development of such products. In terms of structural
integrity, it is essential to perform numerical dynamic analyses to ensure reliability
throughout the life of the product and to identify potential damage due to fatigue.
A dynamic analysis of the stator assembly for in-wheel drive is carried out in this
thesis. A numerical model of the aforementioned assembly is presented and validated.
The vibration test load is determined by the ISO 16750-3 standard. On the basis of
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Seznam uporabljenih okraǰsav . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxiii
1 Uvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Ozadje problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Cilji naloge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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Slika 3.26: Zamrežen model gredi. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
Slika 3.27: Primerjava eksperimentalno in numerično dobljenih modalnih oblik
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Slika 3.38: Zamrežen model elastično podprtega statorskega sklopa. . . . . . . 74
Slika 3.39: Primerjava eksperimentalno in numerično dobljenih modalnih oblik
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rAik / kompleksna modalna konstanta
[B] / matrika odvodov oblikovnih funkcij
{b} Nm−3 vektor volumskih obremenitev
[C] N sm−1 dušilna matrika
c Nsm−1 koeficient viskoznega dušenja
D / utrujenostna poškodba
D1 −D3 / parametri Dirlikove metode
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E [·] / statistično povprečje
F N amplituda vzbujevalne sile
F {} / Fourierova transformacija
{f} N vektor vzbujevalnih sil
H(ω) mN−1 frekvenčna prenosna funkcija
[I] / enotska matrika
[K] Nm−1 togostna matrika
k Nm−1 koeficient togosti
kr Nm
−1 modalna togost
L{} / Laplaceova transformacija
Mi / spektralni moment
[M ] kg masna matrika
m kg masa
mr kg modalna masa
[N ] / matrika oblikovnih funkcij
pa (·) / funkcija gostote verjetnosti
Rik (ω) mN
−1 kompleksni modalni ostanek
qr m modalna koordinata
{q} m vektor modalnih koordinat
Ssc(ω) Pa
2 rad−1 gostota močnostnega spektra ekvivalentne von Misesove na-
petosti
S¨̃uR(ω) m
2s−4rad−1 gostota močnostnega spektra pospeška
{s} Pa vektor komponent napetostnega tenzorja
s / Laplaceova spremenljivka
sc Pa ekvivalentna von Misesova napetost
sD Pa trajna dinamična trdnost
T s čas vzorčenja
Ts s perioda vzorčenja
t s čas
{t} Pa vektor ploskovnih obremenitev
{ũ} m vektor vozlǐsčnih vrednosti pomikov
xxi
Wsc(f) Pa
2Hz−1 gostota enostranskega močnostnega spektra ekvivalentne von
Misesove napetosti
W¨̃uR(f) m
2s−4Hz−1 gostota enostranskega močnostnega spektra pospeška
we(t) / eksponentno časovno okno
X m amplituda pomika
x m pomik
{x} m vektor pomikov
α(ω) mN−1 podajnost
[α(ω)] mN−1 matrika podajnosti
Γ (·) / Eulerjeva funkcija gama
γ2fy (f) / koherenčna funkcija
δ(t) / enotski impulz
{ε} / vektor komponent deformacijskega tenzorja
ηr / faktor izgub
ν+0 Hz povprečna frekvenca naključnega procesa
νp Hz povprečna frekvenca vrhov naključnega procesa
ξr / razmernik dušenja
ρ kgm−3 gostota
σ2sc Pa
2 varianca ekvivalentne von Misesove napetosti
[Φ] / masno normirana modalna matrika sistema
φ rad fazni zaostanek
{φr} / masno normirana modalna oblika
[Ψ] / modalna matrika sistema
{ψr} / modalna oblika
Ωs rad s
−1 krožna frekvenca vzorčenja
ωr rad s
−1 lastna krožna frekvenca nedušenega nihanja
ωrd rad s
−1 lastna krožna frekvenca dušenega nihanja
ω2r rad


















APDL Ansysov parametrični skriptni jezik (ang. Ansys Parametric Design
Language)
DAQ zajem podatkov (ang. Data Acquisition)
DFT diskretna Fourierova transformacija (ang. Discrete Fourier Trans-
form)
EVMS ekvivalentna von Misesova napetost (ang. Equivalent Von Mises
Stress)
FFT hitra Fourierova transformacija (ang. Fast Fourier Transform)
FPF frekvenčna prenosna funkcija (ang. Frequency Response Function)
IDFT inverzna diskretna Fourierova transformacija (ang. Inverse Discrete
Fourier Transform)
ISO mednarodna organizacija za standardizacijo (ang. International Or-
ganization for Standardization)
MAC kriterij modalnega zaupanja (ang. Modal Assurance Criterion)
MDOF sistem z večimi prostostnimi stopnjami (ang. Multiple Degree of Fre-
edom)
MKE metoda končnih elementov
PSD gostota močnostnega spektra (ang. Power Spectral Density)
SDOF sistem z eno prostostno stopnjo (ang. Single Degree of Freedom)
SISO tehnika meritev po načelu vzbujanja z enim virom ter merjenja odziva





V sodobni družbi doživlja elektrifikacija pogonskih sistemov v avtomobilski industriji
razcvet, saj s prodorom novih tehnologij predstavlja konkurečno alternativo klasičnim
pogonskim sistemom. Izbolǰsane vozne lastnosti ter znižanje emisij botrujeta k pora-
stu tržnega deleža elektrificiranih vozil. Njihova visoka stopnja kompleksnosti pogosto
zahteva izvedbo numeričnih analiz, ki omogočajo razumevanje in razvoj takšnih pro-
duktov.
Glavni vir obremenitev tovrstnih pogonskih sistemov so nepravilnosti na cestǐsču, ki
predstavljajo naključno obremenitev. Z vidika zagotavljanja zanesljivosti in identifi-
kacije potencialnih utrujenostnih poškodb je ključna numerična dinamska analiza, pri
čemer je potrebna validacija numeričnega modela obravnavanega problema. To izve-
demo s primerjavo izmerjenih in numerično pridobljenih modalnih parametrov.
1.2 Cilji naloge
Cilj magistrske naloge je dinamska analiza statorskega sklopa direktnega kolesnega
pogona podjetja GEM motors d.o.o., na osnovi katere se izvede validacija numeričnega
modela omenjenega sklopa. Ta služi za numerično simulacijo utrujenostne poškodbe.
V prvi polovici magistrskega dela so predstavljene teoretične osnove modalne analize.
Nadalje je obravnavana eksperimentalna modalna analiza, vključno s tematiko digitalne
obdelave signalov, katera je poglavitna za interpretacijo in razumevanje rezultatov
eksperimentalnega dela naloge. V nadaljevanju so podane osnove metode končnih
elementov, numerične modalne analize, harmonične in PSD analize. Nazadnje omenimo
vibracijsko utrujanje, kjer je predstavljen matematičen model določanja utrujenostne
poškodbe zaradi naključnih obremenitev.
Druga polovica naloge vsebuje potek eksperimentalne modalne analize in pregled rezul-
tatov, tj. izmerjenih modalnih parametrov sistema. Predstavljen je numerični model
statorskega sklopa direktnega kolesnega pogona ter primerjava numerično pridoblje-
nih modalnih parametrov z izmerjenimi. Delo zaključimo z izračunom napetosti in




2 Teoretične osnove in pregled lite-
rature
2.1 Osnove modalne analize
2.1.0.1 Lastna nihanja sistemov z eno prostostno stopnjo
Na dinamske lastnosti mehanskega sistema vplivajo masa, dušenje in togost. Te lastno-
sti so zvezno porazdeljene v prostoru, kar predstavlja oteženo in kompleksno modeli-
ranje sistema. Z ustrezno diskretizacijo mehanskega sistema pa lahko dobljeni model
predstavlja dejanski sistem z zadovoljivo natančnostjo. Teorija je povzeta po [1].
Najpreprosteǰsa oblika diskretizacije mehanskega sistema je model sistema z eno pro-
stostno stopnjo, prikazan na sliki 2.1. Opisuje ga gibalna enačba:
mẍ(t) + c ẋ(t) + k x(t) = f(t), (2.1)
kjer vztrajnost sistema predstavlja masam. Elastičnost je podana z brezmasno vzmetjo





Slika 2.1: Model sistema z eno prostostno stopnjo.
V kolikor je vzbujevalna sila f(t) v enačbi (2.1) enaka 0, dobimo homogeno diferencialno
enačbo:
mẍ(t) + c ẋ(t) + k x(t) = 0. (2.2)
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Enačba (2.2) opisuje lastno nihanje sistema. Splošna rešitev je podana z nastavkom:
x(t) = X es t, (2.3)
kjer je s Laplaceova spremenljivka. Z vstavitvijo enačbe (2.3) v enačbo (2.2) dobimo
karakteristično enačbo:
ms2 + c s+ k = 0, (2.4)











Splošno rešitev enačbe (2.2) zapǐsemo v obliki:
x(t) = C1 e
s1 t + C2 e
s2 t, (2.6)
kjer sta C1 in C2 konstanti in sta odvisni od začetnih pogojev. Zanima nas predvsem
primer, ko sta korena karakteristične enačbe (2.4) kompleksno konjugirana, torej po-






S tem lahko zapǐsemo korena karakteristične enačbe (2.4) v obliki:
s1,2 = −ωn ξ ± ωn
√
ξ2 − 1 = σ ± jωn
√
1− ξ2 = σ ± jωnd, (2.8)
pri čemer je imaginarna enota j =
√
−1, ωn lastna frekvenca nedušenega sistema in ωnd
lastna frekvenca dušenega sistema. Oba pola sta prikazana na sliki 2.2. Opomnimo,
da je za večino realnih primerov razmernik dušenja ξ majhen. Posledično sta si ωn in









Slika 2.2: Prikaz polov v s ravnini.
Z upoštevanjem enačbe (2.8) zapǐsemo enačbo (2.6) kot:
x(t) = e−ξ ωn t
(
C1 e
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2.1.0.2 Vsiljena nihanja sistemov z eno prostostno stopnjo
Odziv sistema na harmonično motnjo je vsota rešitve homogene enačbe (2.2) in parti-
kularne rešitve enačbe (2.1). Naj bo vzbujevalna sila podana z izrazom:
f(t) = F ejω t, (2.10)
kjer je F amplituda in ω frekvenca vsiljenega nihanja. Iščemo partikularno rešitev
oblike:
x(t) = X ejω t = X ejφ ejω t, (2.11)
pri čemer je X kompleksna amplituda odziva, torej vsebuje informacijo o sami ampli-




(k − ω2m) + jω c
=
F√







Z upoštevanjem enačb (2.11) ter (2.12) dobimo partikularno rešitev:
x(t) =
F√
(k − ω2m)2 + (ω c)2
ej(ω t+φ). (2.14)
Sedaj lahko zapǐsemo rešitev enačbe (2.1) kot vsoto homogene in partikularne rešitve:
x(t) =e−ξ ωn t
(
C1 e





(k − ω2m)2 + (ω c)2
ej(ω t+φ). (2.15)
Tranzientni del odziva po določenem času izzveni, tako nas zanima zgolj odziv sis-
tema v ustaljenem stanju. Razmerje med odzivom sistema v ustaljenem stanju in silo
vzbujanja je definirano kot frekvenčna prenosna funkcija H(ω) (FPF, ang. Frequency
Response Function - FRF). V kolikor gre pri odzivu sistema za pomik X, govorimo o






(k − ω2m) + jω c
=
1
m (ω2n − ω2 + j2ξ ω ωn)
. (2.16)
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Pri obravnavi odziva sistema v ustaljenem stanju ima poseben pomen dinamični faktor
Q, ki je podan kot razmerje med dejansko in kvazistatično amplitudo odziva Xst =






(1− β2)2 + (2 ξ β)2
, (2.17)
kjer je razmernik frekvenc β = ω/ωn.
Do sedaj smo dušenje popisali z uporabo viskoznega dušenja, kljub dejstvu, da je
disipacija energije v realnih sistemih posledica več mehanizmov dušenja, katerih ni
enostavno natančno popisati. V tem smislu predstavlja faktor dušenja c faktor ekviva-
lentnega viskoznega dušenja. Večina gradiv ne izkazuje frekvenčno odvisne disipacije
energije, torej je tu bolj primerna uporaba histereznega (strukturnega) modela dušenja.
Koeficient histereznega dušenja d je podan v obliki:
d = c ω. (2.18)






(k − ω2m) + j d
=
1
m (ω2n − ω2 + jη ω2n)
, (2.19)







(1− β2)2 + η2
. (2.20)
S primerjavo izraza za dinamični faktor Q za primer viskoznega dušenja in histereznega
dušenja je razvidno, da je pri frekvenci ω = ωn razmerje med razmernikom dušenja ξ





2.1.1 Nihanja sistemov z več prostostnimi stopnjami
Prednost uporabe diskretizacije sistema z eno prostostno stopnjo je v enostavnosti ra-
zumevanja osnovnih konceptov mehanskega nihanja in njihovega fizikalnega pomena.
Vendar pa v večini mehanskih sistemov njena uporaba ni upravičljiva, saj dinamike
slednjih ni mogoče ustrezno popisati zgolj z eno prostostno stopjo. Z diskretizacijo
sistema določimo končno mnogo prostostnih stopenj, s katerimi se aproksimira dejan-
ska rešitev obravnavanega problema. Model sistema z N prostostnimi stopnjami je
prikazan na sliki 2.3.
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Slika 2.3: Model sistema z N prostostnimi stopnjami.
Sistem gibalnih enačb predstavlja množica enačb:
m1 ẍ1 + (c1 + c2) ẋ1 − c2 ẋ2 + (k1 + k2) x1 − k2 x2 = f1
m2 ẍ2 − c2 ẋ1 + (c2 + c3) ẋ2 − c3 ẋ3 − k2 x1 + (k2 + k3) x2 − k3 x3 = f2
...
mN ẍN − cN ẋN−1 + (cN + cN+1) ẋN − kN xN−1 + (kN + kN+1) xN = fN .
(2.22)
Sistem enačb (2.22) zapǐsemo v matrični obliki:
[M ] {ẍ(t)}+ [C] {ẋ(t)}+ [K] {x(t)} = {f(t)}, (2.23)
pri čemer je [M ] masna matrika sistema, [C] dušilna matrika sistema in [K] togostna
matrika sistema. Vektor pomikov in njegova odvoda so {x(t)}, {ẋ(t)} ter {ẍ(t)}, {f(t)}
pa je vektor vzbujevalnih sil dimenzij N × 1. Omenjene matrike so dimenzij N × N .
Gre za vezan sistem enačb, kjer posamezne enačbe ne moremo rešiti neodvisno od
drugih. Izkaže se, da s prehodom v modalni prostor masno matriko, matriko dušenja
in togostno matriko diagonaliziramo, kar nam omogoči uporabo že poznanih metod
reševanja za sisteme z eno prostostno stopnjo.
2.1.1.1 Lastna nihanja sistemov z več prostostnimi stopnjami
Tako kot pri sistemih z eno prostostno stopnjo, najprej obravnavajmo primer lastnih
nihanj sistema, kjer je vektor vzbujevalnih sil v enačbi (2.23) enak {f(t)}={0}.
Nedušeni sistemi z več prostostnimi stopnjami
Že omenjeno dejstvo, da za rahlo dušen mehanski sistem lastna frekvenca dušenega sis-
tema ne odstopa znatno od frekvence nedušenega, tj. ωn≈ωnd, nam omogoči obravnavo
lastnega nihanja z uporabo posplošenega problema lastnih vrednosti. Sistem gibalnih
enačb (2.23) tako zapǐsemo v obliki:
[M ] {ẍ(t)}+ [K] {x(t)} = {0}. (2.24)












vektor kompleksnih amplitud odziva. Enačbo (2.25) uporabimo v enačbi
(2.24), ter ob upoštevanju ejω t ̸= 0 za poljuben čas t, zapǐsemo:(





kar predstavlja posplošen problem lastnih vrednosti. Pogoj za netrivialno rešitev zgor-
nje enačbe je, da inverz matrike ([K]− ω2 [M ]) ne obstaja, torej mora veljati:
det
(
[K]− ω2 [M ]
)
= 0. (2.27)
Rezultat te algebraične enačbe je N lastnih vrednosti ω2r , r = 1,2,...,N , kjer je ωr lastna
frekvenca nedušenega sistema. Z vstavitvijo r-te lastne frekvence v enačbo (2.26)
dobimo pripadajoč lastni vektor1 {ψr}. Lastne frekvence sistema in lastne vektorje




ω21 0 · · · 0





0 0 · · · ω2N
⎤⎥⎥⎥⎦ (2.28)
in modalno matriko sistema:
[Ψ] = [{ψ1} {ψ2} · · · {ψN}] . (2.29)
Omenjeni matriki tvorita modalni model sistema in predstavlja ekvivalent prostor-
skemu modelu, ki popǐse mehanski sistem z masno in togosto matriko. Lastni vektor
{ψr} je poznan zgolj v okviru konstante množenja, torej poznamo le smer vektorja,
ne pa tudi njegove velikosti. Njegov fazni zamik je 0◦ ali 180◦. Nasprotno je lastna
frkekvenca ωr enolično določena.
Zelo pomembna lastnost modalnega modela je ortogonalnost lastnih oblik z ozirom na
masno [M ] in togostno matriko [K], kar zapǐsemo z izrazoma:
{ψr}T [M ] {ψs} = 0, r ̸= s
{ψr}T [K] {ψs} = 0, r ̸= s
(2.30)
oziroma v primeru r=s definiramo r-to modalno maso:
{ψr}T [M ] {ψr} = mr (2.31)
ter r-to modalno togost:
{ψr}T [K] {ψr} = kr. (2.32)
1Lastni vektor predstavlja lastno ali modalno obliko.
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Modalne mase mr in modalne togosti kr, r = 1,2, . . . ,N , tvorijo matriki modalnih mas
ter modalnih togosti. Obe matriki sta diagonalni matriki, kar sledi iz enačbe (2.30):
[Ψ]T [M ] [Ψ] =
[ ]
mr ,




Pri normalizaciji lastnih vektorjev {ψr} se pogosto postavi vrednost navečjega elementa
na ena, medtem ko se pri modalni analizi lastne vektorje normalizira glede na masno
matriko [M ]. Naj bo masno normirana lastna oblika {φr} = γr {ψr}. Tako lahko v
stilu enačbe (2.31) zapǐsemo:
{φr}T [M ] {φr} = γ2r {ψr}







Slednje vstavimo v enačbo (2.33) ter zapǐsemo:
[Φ]T [M ] [Φ] = [I]




pri čemer je [Φ] masno normirana modalna matrika sistema. Uporabimo nastavek
oblike:
{x(t)} = [Φ] {q(t)} (2.37)
in ponovno zapǐsemo sistem gibalnih enačb (2.24):
[M ] [Φ] {q̈(t)}+ [K] [Φ] {q(t)} = {0}. (2.38)
{q(t)} so modalne oz. glavne koordinate. Enačbo (2.38) množimo z leve z [Φ]T ter z
uporabo enačbe (2.36) zapǐsemo gibalne enačbe sistema:
{q̈(t)}+
[ ]
ω2r {q(t)} = {0}, (2.39)
katere so medsebojno neodvisne in jih lahko rešimo po postopku, opisanem v po-
glavju 2.1.0.1. Končno transformacijo rešitve iz modalnih koordnat {q(t)} v prostorske
{x(t)} opravimo z uporabo nastavka (2.37).
Dušeni sistemi z več prostostnimi stopnjami - histerezni model dušenja
Ob upoštevanju histereznega dušenja zapǐsemo enačbo (2.23) v obliki:
[M ] {ẍ(t)}+ ([K] + j [D]) {x(t)} = {f(t)}, (2.40)
9
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kjer je λ kompleksna frekvenca. Z uporabo nastavka dobimo, upoštevajoč homogen del
enačbe (2.40), kompleksen problem lastnih vrednosti:(





Rešitev slednjega je N kompleksnih lastnih vrednosti λ2r in pripadajočih kompleksnih
lastnih vektorjev {ψr}. Lastne vrednosti λ2r so povezane z lastnimi frekvencami ωr in
faktorji izgub dušenja ηr z izrazom:
λ2r = ω
2
r (1 + j ηr) . (2.43)
Kompleksen lastni vektor {ψr} ni enolično določen, saj ga poznamo le v okviru kon-
stante množenja, kot v primeru posplošenega lastnega problema. Ker pa je kompleksen,
je poznan tudi zgolj v okviru fazne konstante.
Tudi za kompleksne lastne vektorje {ψr} velja princip ortogonalnosti, torej lahko
zapǐsemo:
λ2r =
{ψr}T ([K] + j [D]) {ψr}





2.1.1.2 Vsiljena nihanja sistemov z več prostostnimi stopnjami
Tako kot pri vsiljenem nihanju z eno prostostno stopnjo 2.1.0.2, tudi tu upoštevamo le
odziv sistema v ustaljenem stanju. Izbran model dušenja je histerezni. Naj bo vektor
vzbujanja podan z izrazom:
{f(t)} = {F} ejω t, (2.45)
pri čemer je {F} vektor amplitud, ω pa frekvenca vsiljenega vzbujanja. Ponovno











[K]− ω2 [M ] + j [D]
)−1 {f(t)} = [α(ω)] {f(t)}, (2.47)
kjer je [α(ω)] matrika podajnosti sistema dimenzij N ×N . Vsak element matrike αik
predstavlja frekvenčno prenosno funkcijo glede na točko odziva i in vzbujanjem v točki
k. [α(ω)] tvori odzivni model sistema.
Kot že ugotovljeno, dobimo z rešitvijo kompleksnega problema lastnih vrednosti (enačba
(2.42)) N lastnih vektorjev {ψr}, ki tvorijo linearno neodvisen niz baznih vektorjev.
10
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γr {ψr} . (2.48)
Izraz (2.48) vstavimo v enačbo (2.47) ter množimo z leve z {ψs}T. Ob upoštevanju
principa ortogonalnosti dobimo:
γr kr − ω2 γrmr = {ψr}T {F} , (2.49)
kjer sta mr in kr podana z enačbo (2.44). Sedaj lahko iz enačbe (2.49) izrazimo γr ter













mr (ω2r − ω2 + j ηr ω2r)
, (2.50)
pri čemer smo upoštevali enačbi (2.43) in (2.44):
λ2r = ω
2









mr (ω2r − ω2 + j ηr ω2r)
. (2.52)



















ω2r − ω2 + j ηr ω2r
,
(2.53)
kjer je rAik kompleksna modalna konstanta, za katero velja:
rAik = rAik e
jϕik . (2.54)
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2.2 Eksperimentalna modalna analiza
Dinamske lastnosti sistema lahko zapǐsemo z uporabo treh modelov:
– prostorski model: sestoji iz masne matrike [M ], togostne matrike [K] in dušilne
matrike [D],
– modalni model: sestavljata ga matrika lastnih vrednosti
[ ]
λ2r in modalna matrika
sistema [Φ],
– odzivni model: je definiran z matriko podajnosti [α(ω)].
Pri teoretičnem pristopu predstavlja izhodǐsče analize prostorski model sistema. Z
rešitvijo problema lastnih vrednosti (enačba (2.42)) preidemo v modalni model, ki je
definiran kot množica lastnih frekvenc s pripadajočimi faktorji modalnega dušenja in
modalnimi oblikami. Z odzivnim modelom popǐsemo odziv sistema na dano vzbujanje.
Pri eksperimentalnem pristopu za izhodǐsče analize vzamemo odzivni model, ki sestoji
iz izmerjenih frekvenčnih prenosnih funkcij. Te predstavljajo osnovo za identifikacijo
modalnih parametrov. S poznanim modalnim modelom lahko določimo prostorski mo-
















modalna identifikacija[M ] = [Φ]
−T [Φ]−1
[K] + j [D] = [Φ]−T
⎡⎣ω2r (1 + jηr)

⎤⎦[Φ]−1
Slika 2.4: Preslikava med modeli sistema.
2.2.1 Prenosna funkcija sistema
Zapǐsimo dinamski sistem kot preslikavo P{} vhodnega signala f(t) v izhodnega y(t),
kot je prikazano na sliki 2.5:
y(t) = P{f(t)}. (2.55)
12
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P{}
y(t)f(t)
Slika 2.5: Linearen, časovno nespremenljiv sistem P{}.
Sistem naj bo linearen in časovno nespremenljiv, torej mora zadostiti naslednjima
pogojema:
P{α1 f1(t) + α2 f2(t)} = α1 P{f1(t)}+ α2 P{f2(t)},
P{f(t− t0)} = y(t− t0).
(2.56)
V skladu z enačbo (2.55) zapǐsimo impulzni odziv sistema h(t) kot odziv na enotski
impulz δ(t):
h(t) = P{δ(t)}. (2.57)
S poznanim impulznim odzivom h(t) lahko določimo odziv sistema na poljuben vhodni
signal f(t) z uporabo konvolucijskega integrala:







kjer smo predpostavili kavzalnost sistema. Enačbo (2.58) z uporabo Laplaceove trans-
formacije L{} zapǐsemo kot:
Y (s) = L{y(t)} = L{h(t) ∗ f(t)} = H(s)F (s), (2.59)
pri čemer je Laplaceova transformacija v najsplošneǰsi obliki definirana z izrazom:






s je kompleksna spremenljivka, definirana kot s = σ + jω. Opazimo, da je konvolucija
v časovnem prostoru enakovredna množenju v prostoru slik. Razmerje med Laplaceo-
vima transformirankama izhodnega signala Y (s) in vhodnega signala F (s) imenujemo






je razvidno, da je prenosna funkcija Laplaceova transformiranka H(s) impulznega od-
ziva h(t). Z ovrednotenjem prenosne funkcijeH(s) po imaginarni osi v s ravnini dobimo
frekvenčno prenosno funkcijo H(ω):
H(ω) = H(s)|s=jω . (2.62)
13
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Opazimo, da je Fourierova transformacija posebna oblika Laplaceove transformacije,
pri kateri je s = jω. Tako lahko zapǐsemo definicijo Fourierove transformacije:




Inverzna Fourierova transformacija je podana z izrazom:





2.2.2 Digitalna obdelava signalov
2.2.2.1 Vzorčeni signali
Kvantizacija je proces, s katerim predstavimo neko spremenljivko z naborom diskre-
tnih vrednosti. Vzorčenje predstavlja kvantizacijo časa, digitalizacija pa kvantizacijo
amplitude. Velja, da je vzorčeni signal časovno diskreten signal, katerega amplituda
zavzame zvezno območje vrednosti. Torej je pri vzorčenem signalu kvantiziran le čas
kot neodvisna spremenljivka. Nasprotno pa je digitalni signal časovno diskreten signal,
katerega amplituda lahko zavzame končno število vrednosti. Tu sta kvantizirana tako
čas kot amplituda signala.
Časovno diskreten signal predstavlja zaporedje x[n]. Njegovo vrednost lahko določimo
le ob določenih časovnih trenutkih in sicer ob mnogokratnikih periode vzorčenja Ts. Z
vzorčenjem torej izvedemo naslednjo transformacijo:
x(t) → xs(t) = x(nTs) = x [n] ; n = 1,2,...,N. (2.65)
Vzorčenje opǐsemo kot produkt signala x(t) z neskončnim periodičnim nizom delta













Fourierova transformacija F {} vzorčenega signala xs(t) je izražena z:














X (ω −mΩs) ,
(2.67)
kjer je krožna frekvenca vzorčenja Ωs = 2π/Ts. Iz enačbe (2.67) je razvidno, da je
spekter vzorčenega signalaXs(ω) superpozicija spektrovX(ω) časovno zveznega signala
x(t), premaknjenih za celoštevilčni mnogokratnik Ωs, kar je prikazano na sliki (2.6).
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Frekvenčno območje znotraj −Ωs/2 in +Ωs/2 imenujemo primarni frekvenčni pas, ki
vsebuje spekter X(ω). Izven tega območja so naložene njegove slike.
ω
|Xs(ω)|








Slika 2.6: Spekter Xs(ω) vzorčenega signala xs(t).
Frekvenčno omejen signal x(t) zadosti naslednjima pogojema:
– |X(ω)| = 0; |ω| > Ωmax,








kjer je Ωmax maksimalna krožna frekvenca signala. Z vzorčenjem frekvenčno omejenega








lahko z nizkopasovnim filtriranjem iz spektra Xs(ω) izločimo vse slike in tako rekon-
struiramo osnovni signal. Mejna frekvenca fs/2 je poznana kot Nyquistova frekvenca.
V praksi se vzorči s frekvenco, ki je vǐsja od dvakratnika največje frekvence signala,
denimo Ωs = 10Ωmax.
Realni signali so vedno nekoliko zašumljeni (niso frekvenčno omejeni), kar pomeni, da
se pri procesu vzorčenja frekvenčne komponente izven primarnega frekvenčnega pasu
nalagajo (ang. aliasing) na slednjega. Omenjeno nalaganje lahko preprečimo z uporabo
analognega nizkopasovnega filtra pred samim vzorčenjem.
2.2.2.2 Diskretna Fourierova transformacija




x [n] e−j2πfn, (2.69)
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ki je poznana kot časovno diskretna Fourierova transformacija (ang. Discrete-Time
Fourier Transform). V primeru vzorčenega signala xs(t) s periodo vzorčenje Ts enačbo
(2.69) zapǐsemo kot:







x [n] e−j2πfnTs , (2.70)
kar je alternativna oblika zapisa enačbe (2.67). Omenimo, da v zgornji enačbi teče
indeks sumacije n od −∞ do ∞. Za poseben primer, kjer zaporedje x [n] sestoji iz




x [n] e−j2πfnTs . (2.71)
Izraz je še vedno zvezna funkcija frekvence f . Ovrednotimo ga za f = k/NTs, kjer je




x [n] e−j(2π/N)nk. (2.72)
Enačba (2.72) predstavlja diskretno Fourierovo transformacijo (DFT, ang. Discrete
Fourier Transform) končnega zaporedja x [n]. Je periodična s periodo 1/Ts, posledično
je potrebno ovrednotiti enačbo (2.71) zgolj pri vrednostih k = 0,1, . . . ,N − 1. Inverzno
diskretno Fourierovo transformacijo (IDFT, ang. Inverse Discrete Fourier Transform)







X [k] e−j(2π/N)nk. (2.73)
Opazimo, da sta v omenjenem izrazu periodična tako x [n] kot X [k] s periodo N , kar
pomeni, da smo z diskretizacijo zvezne funkcije X(ej2πfTs) (vzorčenjem v frekvenčni
domeni) vsilili periodičnost osnovnemu zaporedju x [n].




podana z 1/NTs Hz. S povečanjem števila vzorcev N torej izvedemo interpolacijo v
frekvenčni domeni. Naj bo diskretni signal x̂ [n] definiran sledeče:
x̂ [n] =
{
x [n] : 0 ≤ n ≤ N − 1,
0 : N ≤ n ≤ L− 1.
(2.74)




x̂ [n] e−j(2π/L)nk =
N−1∑
n=0
x [n] e−j(2π/L)nk. (2.75)
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Omenimo, da z dodajanjem ničel signalu x [n] ne povečamo frekvenčne ločljivosti,
temveč zgolj interpoliramo vrednosti frekvenčnega spektra X [k].
Z upoštevanjem periodičnosti in v primeru realnih signalov simetričnosti DFT je bila
razvita hitra Fourierova transformacija oz. FFT (ang. Fast Fourier Transform). Gre
za set algoritmov, kjer je časovna zahtevnost O(N log2N). V primerjavi s časovno zah-
tevnostjo diskretne Fourierove transformacije, ki je O(N2), gre za občutno pohitritev,
ki omogoča digitalno obdelavo signalov v realnem času.
2.2.2.3 Časovna okna in frekvenčno odtekanje
Pri zajemu časovno zveznega signala x(t) le-tega zajemamo končen čas T . To lahko
izrazimo kot produkt xT(t) signala x(t) s pravokotnim časovnim oknom w(t), ki ga
definiramo z uporabo enotske skočne funkcije u(t):
w(t) = u(t+ T/2)− u(t− T/2). (2.76)
Fourierova transformacija produkta dveh časovnih signalov je konvolucija njunih Fou-
rierovih transformirank:
XT(f) = F {x(t)w(t)} =
∫ ∞
−∞
X(g)W (f − g)dg = X(f) ∗W (f). (2.77)
Fourierovo transformiranko W (f) imenujemo spektralno okno in je za pravokotno
časovno okno (enačba (2.76)) enaka W (f) = T sinc(πfT ). Za primer harmoničnega
signala x(t) = cos(2πpt) je na sliki 2.7 prikazana njegova Fourierova transformiranka
X(f) = 1
2
(δ (f + p) + δ (f − p)), skupaj s Fourierovo transformiranko zajetega signala






(δ (g + p) + δ (g − p))W (f − g)dg = 1
2









Slika 2.7: Fourierovi transformiranki X(f) teoretičnega signala x(t) in XT (f)
zajetega signala xT (t).
Iz slike 2.7 lahko sklepamo, da v primeru slabo razmaknjenih harmoničnih signalov
frekvenc f1 in f2 slednjih ni mogoče medsebojno razločiti, če čas vzorčenja T ni večji
od 2/(f2 − f1).
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Frekvenčno odtekanje zmanǰsamo z uporabo namenskih časovnih oken. Poleg osnov-
nega, pravokotnega okna, se pogosto uporablja še Hannovo in Hamingovo okno. Za
analizo tranzientnih pojavov, kot je impulzni odziv h(t), pa se uporablja eksponentno
časovno okno, podano z izrazom:
we(t) = e
−β t, β = −ln(b), (2.79)
kjer je b vrednost eksponentne funkcije na koncu okna, b ∈ [0, 1]. Eksponentno okno
znanǰsa frekvenčno odtekanje in izbolǰsa razmerje signal-̌sum. Prav tako navidezno






= X(s− a). (2.80)





kar pomeni, da je potrebno uporabiti eksponentno okno we(t) tako za odziv kot za
vzbujanje sistema. Izmerjeni odziv sistema ĥ(t) je podan z izrazom:
ĥ(t) = L−1 {H(s+ β)} = e−β th(t). (2.82)
Če zapǐsemo levo in desno stran enačbe (2.82) kot vsoto eksponentnih členov s kom-







je razvidno, da za r-to nihajno obliko velja eλ̂rt = e−β teλrt, oziroma z upoštevanjem
enačbe (2.8) določimo realni in imaginarni del kompleksne frekvence λr:
σr = σ̂r + β,
ωrd = ω̂rd.
(2.84)












Slika 2.8: Vpliv eksponentnega okna we(t) ter korekcija v kompleksni ravnini.
Ob predpostavki enakosti dejanske nedušene lastne frekvence in ocenjene nedušene
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2.2.3 Modalno testiranje
Modalno testiranje izvajamo z namenom pridobitve seta frekvenčnih prenosnih funkcij,
ki nam omogoča določitev modalnih parametrov strukture. Slednjo obravnavamo kot
linearen, časovno nespremenljiv sistem P{} (slika 2.5), katerega vzbujamo z znano silo
f(t) ter merimo odziv y(t). V primeru enega vhoda f(t) in enega izhoda y(t) gre za
SISO sistem (ang. Single Input Single Ouput).
Sistem vzbujamo z uporabo udarnega kladiva, pri čemer je frekvenčna prenosna funk-
cija enaka Fourierovi transformiranki H(ω) impulznega odziva h(t), kot je razvidno iz
enačb (2.61) in (2.62). Merilna shema je prikazana na sliki 2.9.
modalno testiranje
računalnik
udarno kladivo nabojni ojačevalnik
pospeškomer
merilna kartica
Slika 2.9: Merilna shema za izvedbo modalne analize.
Z izbiro robnih pogojev znatno vplivamo na dinamske lastnosti sistema. Pri prostem
podprtju preizkušanca, ko ta visi na tankih vrvicah oziroma mehkih vzmeteh, se izkaže,
da je tako podprtje zelo dober približek teoretičnemu. Prav tako omogoča dobro po-
novljivost rezultatov meritve. Nasprotno pa je v primeru togega podprtja nemogoče
zagotoviti teoretične robne pogoje, saj je v realnosti togost izbranega vpetja končna.
Posledično je ponovljivost robnih pogojev slabša.
Prostorsko ločljivost določimo s številom merilnih točk. Načelo recipročnosti nam
omogoča, da izvedemo meritve s pospeškomerom na eni lokaciji, strukturo pa vzbu-
jamo v izbranih točkah. Izbiro števila in lokacij merilnih točk podpremo z uporabo
numeričnega modela, s katerim dobimo vpogled v dinamske lastnosti strukture. Tako
izberemo najmanǰso prostorsko ločljivost, ki nam še omogoča razpoznavo posameznih
modalnih oblik.
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2.2.3.1 Vzbujanje z udarnim kladivom
Uporaba udarnega kladiva omogoča enostavno izvedbo vzbujanja sistema. Udarno






Slika 2.10: Udarno kladivo





kjer je ∆t = t2− t1. Na sliki 2.11a sta prikazana impulza sile pri uporabi trde in mehke
konice. Čas trajanja impulza ∆t je končno majhen, torej predstavlja nizkopasovni filter,
kot je razvidno iz pripadajočih amplitudnih gostot |F (f)|, ki sta prikazani na sliki 2.11b.
Priporočljivo je, da izberemo konico takšne trdote, da vzbudimo minimalno zahtevano
frekvenčno območje. Poleg izbrane konice lahko vplivamo na vzbujeno frekvenčno
območje še z maso glave kladiva.
(a)
(b)
Slika 2.11: Vpliv trdote konice udarnega kladiva; (a) Čas trajanja impulza ∆t, (b)
Amplitudna gostota |F (f)|.
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2.2.4 Cenilke frekvenčne prenosne funkcije
V poglavju 2.2.1 smo definirali FPF, pri čemer sta bila sila vzbujanja f(t) in odziv
sistema y(t) deterministične narave. V realnosti temu ni tako, saj imamo tako na
vhodu v sistem kot na njegovem izhodu prisoten šum kot posledico nalaganja motenj
pri procesu zajemanja signala, kot je prikazano na sliki 2.12. Šum je naključne narave,




m(t) n(t)f ′(t) y′(t)
Slika 2.12: Zajem vhodnega f ′(t) in izhodnega signala y′(t).
V poglavju se bomo omejili na stacionarne naključne procese, za katere je značilno,
da so statistična povprečja po skupini neodvisna od časa t. S poznanima funkcijima
gostote verjetnosti naključne spremenljivke pf ′(f
′) in py′(y
′) zapǐsemo statistično pov-
prečje naključnega procesa:
E [f ′(t)] = E [f ′] =
∫ ∞
−∞
f ′ pf ′(f
′)df ′,






pri čemer povprečimo po skupini vzorčnih funkcij {f ′(t)} in {y′(t)}. Statistično pov-
prečje produkta f ′(t)f ′(t + τ) imenujemo avtokorelacijska funkcija procesa. O križni
korelacijski funkciji govorimo v primeru statističnega povprečja produkta f ′(t)x′(t+τ).
Za stacionarne naključne procese sta obe funkciji odvisni zgolj od medsebojnega zamika
τ :
Rf ′f ′(τ) =E [f
′(t)f ′(t+ τ)] ,
Ry′y′(τ) =E [y
′(t)y′(t+ τ)] ,
Rf ′y′(τ) =E [f
′(t)y′(t+ τ)] ,
Ry′f ′(τ) =E [y
′(t)f ′(t+ τ)] .
(2.88)

















kjer je Ŝy′y′(f) cenilka močnostnega spektra Sy′y′(f), ki v limT→∞ statistično ne kon-
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cenilka Ŝy′y′(f) ni ergodična, izraz (2.89) povprečimo po skupini vzorčnih funkcij {y′(t)}
ter za limitni primer limT→∞ zapǐsemo:














pri čemer smo upoštevali ničelno srednjo vrednosti naključnega procesa. Gostoto
močnostnega spektra (PSD, ang. Power Spectral Density) Sy′y′(f) in gostoto križnega









Sf ′y′(f) = lim
T→∞


























kjer je N število vzorčnih funkcij. Neposredno zvezo med avtokorelacijsko funkcijo in












Cenilka Ĥ1 je nepristrana z ozirom na šum na izhodnem signalu y
′(t), saj predpostavlja,
da na vhodnem signalu šum ni prisoten, torej velja f ′(t) = f(t). Izhodni signal y′(t)
zapǐsemo glede na sliko 2.12 kot vsoto konvolucijskega integrala (enačba (2.58)) in




h(τ)fT(t− τ)dτ + nT(t). (2.95)
Enačbo (2.95) preslikamo v frekvenčni prostor z uporabo Fourierove transformacije
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Ob upoštevanju povprečenja po skupini vzorčnih funkcij in definicije cenilk gostote



















Vhodni signal f(t) in šum n(t) sta nekorelirana, iz česar sledi, da je člen Ŝfn(f) v
enačbi (2.97) enak nič.
2.2.4.2 Cenilka Ĥ2
Cenilka Ĥ2 je nepristrana z ozirom na šum na vhodnem signalu f
′(t), saj predpostavlja,
da na izhodnem signalu šum ni prisoten, torej velja y′(t) = y(t). Na osnovi slike 2.12
zapǐsemo izhodni signal y(t) z uporabo konvolucijskega integrala (enačba (2.58)) in








Z uporabo Fourierove transformacije F {} preslikamo enačbo (2.98) v frekvenčni pro-
stor in jo množimo z Y ∗T(f):




T(f)− Y ∗T(f)MT(f)] . (2.99)
Ob upoštevanju povprečenja po skupini vzorčnih funkcij in definicije cenilk močnostnih



















Ker sta izhodni signal y(t) in šumm(t) sta nekorelirana, je člen Ŝym(f) v enačbi (2.100)
enak nič.
2.2.4.3 Koherenca








Koherenca zavzame realno vrednost 0 ≤ γ2fy(f) ≤ 1, pri čemer γ2fy(f) = 0 predstavlja
nekorelirana signala f(t) in y(t), medtem ko pri popolni linearni odvisnosti signalov
zavzame vrednost γ2fy(f) = 1. Brez povprečenja po skupini vzorčnih funkcij je vrednost
koherence, glede na enačbo (2.89), prav tako γ2fy(f) = 1.
Odklon od linearne odvisnosti signalov f(t) in y(t) je lahko posledica:
– signala nista popolnoma linearno odvisna,
– prisotnosti šuma na enem ali obeh signalih,
– odziv sistema y(t) ni posledica vzbujanja zgolj z x(t).
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2.2.5 Metode modalne identifikacije
Delitev metod identifikacije FPF je osnovana na domeni, v kateri se izvaja numerična
obdelava podatkov:
– metode v časovni domeni,
– metode v frekvenčni domeni.
Metode v časovni domeni se izkažejo za učinkovite v primeru širokega frekvenčnega
obsega in velikega števila modalnih oblik. Nasprotno so frekvenčne metode modalne
identifikacije ustrezne pri relativno ozkem frekvenčnem območju.
Metode obeh domen se delijo na direktne metode, kjer je idetifikacija frekvenčnih pre-
nosnih funkcij osnovana na prostorskem modelu, in na indirektne metode, kjer identi-
fikacija FPF temelji na modalnem modelu.
Glede na delitev metod modalne identifikacije glede na število modalnih oblik obstajajo
metode za analizo ene prostostne stopnje (SDOF) in metode za analizo več prostostnih
stopenj (MDOF). Pri SDOF analizi se predpostavi, da je vpliv ostalih modalnih oblik
pri izbrani lastni frekvenci ωr zanemarljiv, ali pa se jih upošteva kot modalno konstanto
Dr (enačba (2.103)), katere vpliv je mogoče upoštevati.
Pri izvajanju eksperimentalne modalne analize imamo opraviti z omejenim frekvečnim
območjem, kar pomeni, da nismo sposobni zajeti vseh modalnih oblik. Tako je potrebno





ω2r − ω2 + j ηr ω2r
+Rik(ω), (2.102)
kjer je rCik modalna konstanta in Rik(ω) kompleksni modalni ostanek. Modalni osta-
nek predstavlja vpliv z vzorčenjem nezajetih modalnih oblik.
2.2.5.1 Dobsonova metoda
Dobsonova metoda spada pod metode modalne identifikacije v frekvenčni domeni. Je
indirektna, SDOF in SISO metoda.
Ob upoštevanju predpostavke, da je za izbrano modalno obliko vpliv modalnega ostanka
konstanten, ponovno zapǐsemo enačbo (2.102) kot:
α(ω) =
Ar + jBr
ω2r − ω2 + j ηr ω2r
+Dr, (2.103)
kjer je Dr kompleksna konstanta pri izbrani modalni obliki. Prav tako smo opustili




ω2r − Ω2 + j ηr ω2r
+Dr. (2.104)
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− η2rω4r + j ηrω2r
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Upoštevamo, da sta realni in imaginarni del enačbe (2.105) linearni funkciji v odvisnosti
od ω2, kar zapǐsemo kot:
Re(∆) = cRe + tRe ω
2,
Im(∆) = cIm + tIm ω
2.
(2.106)
Za izbran niz frekvenc Ω v okolici lastne frekvence ωr dobimo z upoštevanjem enačbe
(2.105) seta premic, kot je prikazano na sliki 2.13.
(a) (b)
Slika 2.13: Seta premic; (a) Re(∆), (b) Im(∆).






























Kot je razvidno iz enačbe (2.107), sta smerna koeficienta linearno odvisna od Ω2, torej
lahko zapǐsemo:
tRe =dRe + uReΩ
2,
tIm =dIm + uIm Ω
2.
(2.108)
Funkciji tRe in tIm sta prikazani na sliki 2.14. Z linearno regresijo je mogoče določiti
smerna koeoficienta uRe, uIm ter začetni vrednosti dRe in dIm.
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(a) (b)
Slika 2.14: Smerna koeficienta tRe in tIm kot funkciji Ω
2; (a) tRe, (b) tIm.








1 + p q
,
ar =
ω2r(p ηr − 1)
(1 + p2)dRe
,
br = −ar p.
(2.109)
Modalno konstanto izrazimo kot Cr = ar + j br.
2.3 Numerično modeliranje z metodo končnih ele-
mentov
Numerično modeliranje se uporablja kot analiza tehnǐskega problema, kjer z uporabo
aproksimativnega pristopa popǐsemo zvezni sistem kot diskretnega. Z diskretizacijo
sistema v posamezne elemente smo sposobni obravnave problemov kompleksne geome-
trije, katerih eksaktna rešitev ne obstaja.
Pri aproksimativnem reševanju problema obstaja več metod, kot so metoda končnih
razlik, metoda končnih elementov, metoda robnih elementov in metoda končnih volu-
mnov. Analizo v nalogi bomo izvedli z metodo končnih elementov.
2.3.1 Osnove metode končnih elementov
Metoda končnih elementov (MKE) je aproksimativna metoda reševanja tehnǐskega pro-
blema, za katero je značino:
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– obravnavano območje problema je razdeljeno na podobmočja, imenovana končni ele-
menti,
– v območju končnega elementa aproksimiramo neznane veličine,
– metoda je zasnovana na integralski formulaciji problema in
– izhodǐsčna integralska enačba je šibka oblika integralske formulacije.
MKE je primerna za obravnavo geometrijsko zahtevih problemov in za reševanje vseh
vrst fizikalnih problemov. Pomankljivost metode je njena velika računska intenzivnost.
Teorija v tem poglavju je povzeta po [4] in [5].
Pri modeliranju izhajamo iz geometrijskega modela obravnavanega problema, ki ga je
v splošnem potrebno za namen numeričnega modeliranja poenostaviti. Fizikalni model
popisuje fizikalno dogajanje v analiziranem območju in vpliva na matematičen zapis
in numerične metode. Samo fizikalno dogajanje je lahko povezano z mehanskim sta-
njem, termalnim stanjem, elektro-magnetnim stanjem itd. Z matematičnim modelom
opredelimo enačbo obravnavanega problema. Pri reševanju mehanskih problemov tako




























+ bz = 0,
(2.110)
kjer vektor {b}= {bx, by, bz}T predstavlja sile na enoto volumna. Komponente nape-
tostnega tenzorja sij so funkcija deformacijskega tenzorja εij, katerega izračunamo iz











































kjer je virtualni pomik {δu} = {δux, δuy, δuz}T. Enačbo (2.111) integriramo po delih in





























































nxsx + nysxy + nzsxz
nxsyx + nysy + nzsyz
nxszx + nyszy + nzsz
⎫⎬⎭ (2.113)
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Vpeljemo vekor komponent napetostnega tenzorja {s}:
{s} = {sx, sy, sz, sxy, sxz, syz}T (2.114)








































⎫⎬⎭ = [S] {δu} ,
(2.115)


























Sedaj lahko zapǐsemo enačbo (2.112) v obliki:∫
Ω
{δε}T {s} dΩ =
∫
Ω
{δu}T {b} dΩ +
∫
Γ
{δu}T {t} dΓ. (2.117)
Za homogen, izotropen in linearno elastičen material podaja zvezo med napetostmi in
deformacijami Hookov reološki zakon:
{s} = [D] {ε} . (2.118)
V enačbi (2.118) predstavlja {ε} vektor komponent deformacijskega tenzorja:
{ε} = {εx, εy, εz, γxy, γxz, γyz}T (2.119)





(1− ν) ν ν 0 0 0
ν (1− ν) ν 0 0 0
ν ν (1− ν) 0 0 0
0 0 0 (1− 2ν)/2 0 0
0 0 0 0 (1− 2ν)/2 0
0 0 0 0 0 (1− 2ν)/2
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (2.120)
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pri čemer je E modul elastičnosti, ν Poissonovo število ter d = (1 + ν)(1 − 2ν). Ob















{δu}T {t} dΓ. (2.121)
V območju končnega elementa aproksimiramo funkcijo pomika {u} z vozlǐsčnimi vre-
dnostmi pomika {ũa} in aproksimacijskimi funkcijami Na kot:












⎫⎬⎭ = [N ] {ũ} , (2.122)
kjer je [Na] = Na [I]. Na enak način aproksimiramo virtualni pomik {δu}. S pomočjo
enačbe (2.122) in matrike [S] izrazimo deformacijo {ε} v obliki:




























⎫⎪⎬⎪⎭ = [S] [N ] {ũ} = [B] {ũ} . (2.123)
Analogen izraz velja za virtualne deformacije {δε}. S tem lahko zapǐsemo enačbo

















[N ]T {t} dΓ.
(2.124)
Enačba (2.124) velja za poljuben {δũ}. Na podlagi slednje dobimo sistem linearnih
enačb, katerega zapǐsemo v matrični obliki:
[K] {ũ} = {f} . (2.125)
Pri tem sta globalna togostna matrika in vektor sil sestavljena iz podmatrik [Ke] po-
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Pri dinamskih sistemih se poleg elastičnih pojavljajo tudi vztrajnostne sile. Njihov
vpliv zajamemo z d’Alembertovim načelom kot ekvivalentno statično silo −ρ{ü}, pri
čemer je ρ gostota materiala. Ob upoštevanju ekvivalentne telesne sile {b} − ρ{ü}

















+ [K] {ũ} = {f} , (2.128)




[N ]Tρ [N ] dΩ. (2.129)
2.3.2 Modalna in harmonska analiza
Osnove modalne analize smo podali v poglavju 2.1.1.1, zato na tem mestu izpostavimo
le pomembneǰse korake analize:




+ [K] {ũ} = {0}, kar
predstavlja homogen del enačbe (2.128),










rešitev so lastne vrednosti ω2r in pripadajoči lastni vektorji {ψr}, in
– lastne vektorje masno normiramo: {φr}T [M ] {φr} = 1.
Pri reševanju problema lastnih vrednosti nas v praksi večinoma zanima predvsem
manǰse število lastnih frekvenc in pripadajočih lastnih vektorjev, saj z njimi zadovo-
ljivo popǐsemo odziv sistema. Poljuben vektor lahko zapǐsemo kot linearno kombinacijo




qr {φr} , (2.130)
kjer je, kot že omenjeno v poglavju 2.1.1.1, qr r-ta modalna koordinata. Izraz (2.130)
vstavimo v enačbo (2.128) in pomnožimo z leve z {φs}T. Upoštevajoč lastnost orto-




r qr = fr. (2.131)
Zgornja enačba opisuje vsiljeno nedušeno nihanje sistema z eno prostostno stopnjo,
saj pri formulaciji MKE modela nismo upoštevali dušenja obravnavanega problema.
30
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To lahko izvedemo z uporabo Rayleighovega dušenja v prostorskem modelu, pri čemer
zapǐsemo matriko dušenja [C] kot linearno kombinacijo masne in togostne matrike [C] =
ν [M ] + ε [K]. Pri prehodu v modalni prostor se matrika dušenja diagonalizira, s čimer
dobimo medsebojno neodvisne gibalne enačbe. Druga možnost je določitev dušenja
v modalnem prostoru, kjer za vsako lastno frekvenco določimo razmernik dušenja ξr.
Glede na dejstvo, da bomo tekom naloge slednje določili eksperimentalno, dopolnimo
enačbo (2.131):
q̈r + 2 ξr ωr ġr + ω
2
r qr = fr. (2.132)
Zanima nas odziv sistema na harmonično motnjo, kjer je vzbujevalna sila oblike fr =
Fre




ω2r − ω2 + j 2 ξr ω ωr
ej(ω t+φ), (2.133)
pri čemer je Fr = {φr}T {f}. Odziv v koordinatah prostorskega modela dobimo z
uporabo nastavka (2.130).
2.3.3 Analiza odziva pri vzbujanju sistema z naključnim si-
gnalom

























kjer so {ũF} prostostne stopnje prostih vozlǐsč, {ũR} pa prostostne stopnje vozlǐsč
z robnim pogojem togega podprtja, na katerega deluje obremenitev naključne narave.
Vzbujanje v prostih vozlǐsčih je predpisano s stacionarnim stohastičnim procesom {P},
reakcije v vozlǐsčih podpore pa prestavlja {R}. Pomik prostih vozlǐsč lahko zapǐsemo
kot vsoto psevdostatičnega in dinamičnega dela pomika: {ũF} = {ũst} + {ũdn}. Za
psevdostatični del pomika nadomestimo v enačbi (2.134) {ũF} z {ũst} ter upoštevamo
le statični del enačbe:
{ũst} = − [KFF]−1 [KFR] {ũR} = [A] {ũR} . (2.135)
Elemeti v i-tem stolpcu matrike [A] predstavljajo psevdostatičen pomik prostih pro-
stostnih stopenj zaradi enotskega pomika i-te prostostne stopnje podpore, kateri je
predpisan PSD pospeška. Vsoto psevdostatičnega in dinamičnega dela pomika vsta-
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S poznano modalno matriko sistema [Φ] izrazimo nastavek (2.130) v obliki {ũdn} =
[Φ] {g}, ga uporabimo v enačbi (2.136) ter jo množimo z leve z [Φ]T. Dobimo niz
medsebojno neodvisnih enačb:
q̈r + 2 ξr ωr ġr + ω
2
r qr = fr, r = 1,2, . . .m, (2.137)
pri čemer smo enačbi dodali člen z viskoznim dušenjem, saj smo pri prostorskem mo-
delu obravnavali nedušen sistem. Razmernike dušenja ξr bomo tekom naloge določili





sta modalna participacijska faktorja podana kot:
{Γr} =− ([MFF ] [A] + [MFR])T {φr} ,
γPr = {φr}T {P} .
(2.138)
{φr} predstavlja r-ti lastni vektor. Odziv v koordinatah prostorskega modela dobimo
z uporabo nastavka (2.130).
Pri določevanju odziva struktur na obremenitve, ki so naljučne narave, je analiza osno-
vana na verjetnostni teoriji. Tako obremenitev kot odziv strukture lahko določimo v
okviru verjetnosti nastopa dogodka, to je z uporabo funkcije gostote verjetnosti.
Obremenitev, ki je posledica vožnje avtomobila po cestǐsču, kljub temu, da vozi avto
vsakodnevno po isti poti, ni deteministična. Lahko pa takšno obremenitev okarakterizi-
ramo v statističnem smislu ter zajamemo njene frekvenčne komponente z dekompozicijo
njenega časovnega poteka. Ta je podana z gostoto močnostnega spektra in predstavlja
obremenitev pri PSD analizi.
Obravnavajmo linearen sistem, prikazan na sliki 2.15. Naključna signala f1(t) in f2(t)
predstavljata vhod v sistem, katerega inpulzna odziva sta h1(t) in h2(t) s pripadajočima






Slika 2.15: Linearen sistem.








S povprečenjem po skupini vzorčnih funkcij {f1(t)} in {f2(t)} izrazimo povprečno vre-




h1(τ)E [f1(t− τ)] dτ +
∫ ∞
−∞
h2(τ)E [f2(t− τ)] dτ. (2.140)
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Za stacionarne naključne procese je značilno, da so statistična povprečja po skupini
neodvisna od časa t, torej lahko zapǐsemo enačbo (2.140) kot:
E [y(t)] =E [y] = E [f1]
∫ ∞
−∞




=E [f1]H1(0) + E [f2]H2(0),
(2.141)
pri čemer smo upoštevali Fourierovo transformiranko H(ω=0) =
∫∞
−∞ h(t)dt. V koli-
kor imata stacionarna naključna procesa f1(t) in f2(t) ničelno povprečno vrednost, je
glede na enačbo (2.141) ničelna tudi povprečna vrednost izhodnega procesa y(t). V
okviru analize naključnih vibracij bomo obravnavali normalno porazdelitev verjetnosti












kjer sta µy povprečna vrednost in σy standardna deviacija naključnega procesa y(t).
Gostota močnostnega spektra Sy(ω) odziva y(t) je definirana kot Fourierova transformi-
ranka avtokorelacijske funkcije Ry(τ), podane kot statistično povprečje E [y(t)y(t+ τ)].




V primeru ničelne povprečne vrednosti µy = 0 je vrednost avtokorelacijske funkcije
Ry(τ → ∞) = 0, s čimer je njen integral končen:∫ ∞
−∞
|Ry(τ)| dτ <∞.
Fourierova transformacija avtokorelacijske funkcije ter njena inverzna transformacija
tako obstajata in sta podani z enačbama (2.93) in (2.94).
Funkciji y(t) in y(t+τ) izrazimo glede na enačbo (2.139) z uporabo spominskih časovnih
spremenljivk θ1 in θ2 ter zapǐsemo statistično povprečje njunega produkta:
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h1(θ1)h1(θ2)E [f1(t− θ1)f1(t+ τ − θ2)] dθ1dθ2,
pri čemer je avtokorelacijska funkcija Rf1(τ + θ1 − θ2) = E [f1(t− θ1)f1(t+ τ − θ2)]. Z













−jωudu; u = τ + θ1 − θ2
=H∗1 (ω)H1(ω)Sf1(ω).
(2.144)








kjer je N število vhodnih signalov. Za obravnavan primer je N = 2. Iz enačbe je
razvidno, da v primeru koreliranih vhodov v sistem vplivajo na Sy(ω) tudi členi z
gostoto križnega močnostnega spektra vzbujanja Sfkfl(ω), k ̸= l.
V okviru naloge bomo pri analizi naključnih vibracij podali vzbujanje sistema z gostoto
močnostnega spektra pospeška S¨̃uR(ω), ki je predpisan prostostnim stopnjam togega



















Slika 2.16: Povezava med gostoto močnostnega spektra naključnega procesa S¨̃uR(ω) in
njegovo varianco σ2¨̃uR
.
2Za stabilne sisteme integrala konvergirata.
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Gostota močnostnega spektra odziva i-te prostostne stopnje Sui(ω) je vsota dinamičnega

































kjer je m število upoštevanih modalnih oblik, N število prostostnih stopenj s predpi-
sanim pospeškom vzbujanja in Hr(ω) r-ta FPF, podana z enačbo:
Hr(ω) =
1
ω2r − ω2 + j 2 ξr ω ωr
. (2.150)











Za izračun gostote močnostnega spektra napetosti Ss(ω) nadomestimo v enačbah (2.147)







zaradi psevdostatičnih pomikov [6].
2.3.3.1 Večosni naključni proces







z − sxsy − sxsz − sysz + 3(s2xy + s2xz + s2yz). (2.152)
Ob upoštevanju zapisa napetostnega vektorja {s} = (sx, sy, sz, sxy, sxz, syz)T, lahko
zapǐsemo enačbo (2.152) v obliki:
s2c = {s}





pri čemer je matrika koeficientov [Q]:
[Q] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1/2 −1/2 0 0 0
−1/2 1 −1/2 0 0 0
−1/2 −1/2 1 0 0 0
0 0 0 3 0 0
0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 3
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (2.154)
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matrika gostote močnostnega in križnega močnostnega spektra






Ssxsx(ω) Ssxsy(ω) · · · Ssxsyz(ω)





Ssyzsx(ω) Ssyzsy(ω) · · · Ssyzsyz(ω)
⎤⎥⎥⎥⎦ (2.157)



















iz česar je razvidno, da je gostota močnostnega spektra ekvivalentne von Misesove













Spekter Ssc(ω) definira normalno porazdeljen skalarni naključni proces ekvivalentne
von Misesove napetosti sc(t) z ničelno povprečno vrednostjo.
2.4 Analiza vibracijskega utrujanja
Utrujenostne poškodbe nastanejo kot posledica dinamične obremenitve strukture te-
kom njene življenjske dobe. Glede na število obremenitvenih ciklov ločimo področje
časovne dinamične in trajne dinamične trdnosti. V področju časovne dinamične trdno-
sti obstajata deformacijski in napetostni pristop k določanju utrujenostne poškodbe.
Napetostna metoda določanja utrujenostne poškodbe predpostavlja, da so napetosti
v materialu v elastičem področju, medtem ko deformacijska metoda upošteva lokalno
plastifikacijo na kritičnih mestih konstrukcije. Področje trajne dinamične trdnosti pred-
stavlja napetosti, pri katerih je življenjska doba konstrukcije t.i. neskončna.
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2.4.1 Napetostna metoda določanja utrujenostne poškodbe
Napetostna metoda določanja utrujenostne poškodbe temelji na Wöhlerjevi krivulji
dinamične trdnosti. Utrujenostna poškodba je posledica cikličnih napetosti, pri čemer
gre za visokociklično utrujanje, kjer je stopnja plastične deformacije relativno majhna.
Wöhlerjeva krivulja je rezultat utrujenostnega testiranja, kjer se preizkušance ciklično
obremenjujeje do zloma. Prikazana je na sliki 2.17. Wöhlerjeva krivulja se pri določenem
številu nihajev ND približa stalni vrednosti sD, s katero definiramo trajno dinamično
trdnost. Utrujenostno testiranje se izvede pri različnih amplitudah napetosti sa, pri







Slika 2.17: Wöhlerjeva krivulja.
Pri utrujenostnem testiranju se kot posledica mikrostrukturne nehomogenosti materi-
ala preizkušancev, razlik v njhovi površinski hrapavosti in pogojev testiranja pojavlja
široka razpršenost števila obremenitvenih ciklov Nf pri danem nivoju napetosti sa. S
slike 2.17 je razvidno, da je Wöhlerjeva krivulja v logaritemskih koordinatah premica,
torej lahko z uporabo parametrične linearne regresije zapǐsemo:
Ŷ = Â+ B̂X, (2.160)
kjer je statistično neodvisna spremenljivka X=logsa, statistično odvisna spremenljivka
je Ŷ = logNf , Â in B̂ pa sta regresijska koeficienta. Predpostavljeno je, da je število
doseženih obremenitvenih ciklov Nf pri dani napetosti lognormalno porazdeljeno s
konstantno varianco glede na napetostne nivoje testiranja.
Velja omeniti, da je za namen določanja utrujenostne poškodbe realnih konstrukcij
potrebno upoštevati dejavnike, ki vplivajo na odstopanje lastnosti dejanske konstruk-
cije od samega preizkušanca, na osnovi katerega je določena Wöhlerjeva krivulja. Ti
dejavniki so posledica pogojev uporabe in obratovalnega okolja, kot so tip obremeni-
tve, vpliv temperature ter tip medija, in posledica tehnologije izdelave, kot sta vpliv
hrapavosti površin ter velikost prereza.
Najenostavneǰsi pristop določanja utrujenostne poškodbe je linearni razvoj z linearno
akumulacijo poškodbe, poznan kot Palmgren-Minerjevo pravilo. Delež poškodbe zaradi
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kjer je Nf,i število obremenitvenih ciklov do porušitve na napetostnem nivoju sa,i.










pri čemer je k število napetostnih intervalov [sa,i, sa,i+∆s]. Do porušitve preizkušanca
pride pri vrednosti utrujenostne poškodbe D ≥ 1.
2.4.2 Analiza vibracijskega utrujanja v frekvenčnem prostoru
Analizo vibracijskega utrujanja pogosto izvajamo v časovnem prostoru, s poznano zgo-
dovino obremenitve strukture in njenega odziva. Odziv strukture lahko določimo z
uporabo statične analize ali pa z uporabo tranzientne modalne analize. Slednja je pri-
merneǰsa v primeru vzbujanja strukture z obremenitvijo, katere frekvenčne komponente
so blizu lastnih frekvenc strukture.
Nasprotno pa obremenitve, ki so naključne narave, podamo z gostoto močnostnega
spektra S(ω). Odziv strukture določimo na osnovi frekvenčnih prenosnih funkcij. Pred-
nost tega pristopa je predvsem v njegovi manǰsi računski intenzivnosti. S poznano ma-





, katero dobimo kot rezultat PSD analize, lahko definiramo ska-
larni naključni proces ekvivalentne von Misesove napetosti sc(t) s pripadajočo gostoto
močnostnega spektra Ssc(ω). Omenjeni naključni proces je normalno porazdeljen z
ničelno povprečno vrednostjo.
Povezava med gostoto močnostnega spektra Ssc(ω) naključnega procesa sc(t) in go-
stotama močnostnega spektra Sṡc(ω) in Ss̈c(ω) prvega in drugega časovnega odvoda





Realne frekvence so nenegativne, zato gostoto dvostranskega močnostnega spektra









Glede na enačbo (2.146) zapǐsemo varianco naključnega procesa sc(t) ter varianci nje-
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2.4.2.1 Ozkopasovni naključni proces
Gostota močnostnega spektra Ssc(ω) ozkopasovnega naključnega procesa sc(t) je pri-
kazana na sliki 2.18. Gre za idealiziran močnostni spekter odziva na širokopasovno









Slika 2.18: Gostota močnostnega spektra širokopasovnega vzbujanja Sx(ω) in odziva
sistema Ssc(ω).
Pri vzbujanju sistema z normalno porazdeljenim naključnim procesom x(t) je mogoče
določiti funkcijo gostote verjetnosti psc(sc) ter funkcijo gostote povezane verjetnosti
pscṡc(sc,ṡc), pri čemer je ṡc(t) časovni odvod odziva sc(t). Ob upoštevanju ničelne
povprečne vrednosti naključnih procesov ter neodvisnosti sc(t) in ṡc(t) lahko zapǐsemo






















Varianci σ2sc in σ
2
ṡc sta podani z enačbama (2.166) in (2.167).
Povprečno vrednost prehodov naključnega procesa sc(t) preko nivoja sc = a zapǐsemo





= ν+a dt, (2.171)
kjer je ν+a povprečna frekvenca prehodov preko nivoja sc = a. Izrazimo jo lahko na




ṡc pscṡc(sc = a,ṡc)dt. (2.172)
Enačba (2.172) velja za poljubno funkcijo gostote verjetnosti. Podrobna izpeljava je
podana v [8]. V primeru normalno porazdeljenega naključnega procesa dobi enačba
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Pri določitvi povprečne frekvence vrhov νp naključnega procesa sc(t) upoštevamo, da














Enakost ν+0 =νp velja le v primeru, ko je frekvenčni pas ∆ω dovolj ozek, tj. ∆ω ≪ ω0
glede na sliko 2.18. Za bolj splošen spekter močnostne gostote Ssc(ω) ozkopasovnega
naključnega procesa pa prisotnost vǐsjih frekvenčih komponent vpliva na pojav doda-
tnih vrhov, katerih vpliv nas v praksi velikokrat ne zanima, saj predstavljajo relativno
majhno odstopanje amplitude glede na idealiziran močnostni spekter. Porazdelitev am-
plitude vrhov a opǐsemo z Rayleighjevo porazdelitvijo. Pripadajoča funkcija gostote











Slika 2.19: Rayleighjeva porazdelitev.





pri čemer določimo koeficienta s′f in b glede na enačbo regresijske premice (2.160):
b = 1/B̂, (2.179)
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s′f = 10
−Âb. (2.180)
Iz enačbe (2.178) izrazimo število obremenitvenih ciklov do porušitve Nf,i pri danem








Utrujenostno poškodbo, zaradi enega obremenitvenega cikla na,i = 1 na napetostnem




lahko izrazimo povprečno vrednost poškodbe na enoto časa:
E [D] = c−1νpE [s
m





Za ozkopasovni naključni proces je funkcija gostote verjetnosti amplitude napetosti
pa(sa) Rayleighjevo porazdeljena, povprečna frekvenca vrhov νp pa je enaka povprečni
frekvenci procesa ν+0 . Ob upoštevanju slednjega ponovno zapǐsemo enačbo (2.182) [9]:















2.4.2.2 Širokopasovni naključni proces - Dirlikova metoda določanja utru-
jenostne poškodbe
Povprečno utrujenostno poškodbo na enoto časa podaja enačba (2.182). Pri Dirlikovi
metodi določanja utrujenostne poškodbe izrazimo funkcijo gostote verjetnosti ampli-
tude napetosti pa(sa) z izrazom, empirično določenim na osnovi numeričnih simulacij





















Iz enačbe (2.185) je razvidno, da je pa(sa) kombinacija funkcij gostote verjetnosti ekspo-






















1− α2 −D1 +D21
, D2 =
1− α2 −D1 +D21
1−R
,
D3 = 1−D1 −D2, Q =




Z upoštevanjem (2.186) je povprečna poškodba na enoto časa podana kot:
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3 Metodologija raziskave in rezul-
tati
V tem poglavju je predstavljena dinamska analiza statorskega sklopa direktnega ko-
lesnega pogona. Direktni kolesni pogon je prikazan v prerezu na sliki 3.1a. Zaradi
kompleksnosti in obsežnosti analize celotnega pogona obravnavamo le statorski del















Slika 3.1: Zgradba direktnega kolesnega pogona; (a) Direktni kolesni pogon, (b)
Statorski sklop direktnega kolesnega pogona, (c) Eksplozijski pogled direktnega
kolesnega pogona [11].
V prvem delu je opisana izvedba eksperimentalne modalne analize in identifikacija
modalnih parametrov. Drugi del vsebuje razvoj in validacijo numeričnega modela
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obravnavanega pogonskega sklopa. V zadnjem delu je prikazan izračun utrujenostne
poškodbe pri vibracijskem testiranju.
3.1 Eksperimentalni del
V eksperimentalnem delu naloge smo na podlagi teoretičnih osnov iz poglavij 2.1 in
2.2 izvedli eksperimentalno modalno analizo. V nadaljevanju bomo opisali merilno
platformo in postopek modalnega testiranja ter podali rezultate idetifikacije modalnih
parametov.
V impulznem odzivu sistema so zajete vse dinamske lastnosti sistema. Za namen
določitve modalnih parametrov smo preizkušancu zagotovili ustrezne robne pogoje in
ga vzbujali z impulzno motnjo. Tako smo zajeli set impulznih odzivov za izbrane točke
vzbujanja. S tem določena prostorska ločljivost nam v nadaljevanju omejuje frekvečno
območje, znotraj katerega smo zmožni identificirati modalne oblike preizkušanca.
3.1.1 Zajem podatkov in merilna veriga
Merilna veriga je prikazana na sliki 3.2. Preizkušanec vzbudimo z impulzno motnjo,
ki je podana z enačbo (2.86). Impulzni odziv preizkušanca zajamemo s triosnim po-
speškomerom, ki generira izhodne napetosti Ui, i = x,y,z. Zaželjeno je, da uporabimo
čim manǰsi pospeškomer, s čimer minimaliziramo njegov vpliv na dinamske lastno-
sti preizkušanca. Dobljene napetosti predstavljajo vhod v merilno kartico, ki signale
digitalizira.
udarno kladivo nabojni ojačevalnik









Slika 3.2: Merilna veriga.
V skladu s tretjim Newtonovim zakonom sila F deformira piezoelektrično zaznavalo
sile, ki generira električni naboj Q. Z nabojnim ojačevalnikom pretvorimo naboj v
električno napetost U , katero z uporabo merilne kartice pretvorimo v digitalni signal.
Zajete podatke shranimo na računalnik za nadaljnjo analizo. Podrobnosti o elementih
merilne verige so podani v preglednici 3.1.
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Preglednica 3.1: Elementi merilne verige.
Element merilne verige Proizvajalec Tip Karakteristika
Udarno kladivo laboratorijska izdelava MH-1001 masa glave: 143 g
Senzor sile Endevco 2312 občutljivost: 3,87 pC/N
Nabojni ojačevalnik PCB 422E53 občutljivost: 0,993 mV/pC
Pospeškomer PCB 356A32
občutljivost:
x - 10,32 mV/(m/s2)
y - 10,26 mV/(m/s2)
z - 10,59 mV/(m/s2)
Merilna kartica National Instruments NI9233
Za nastavitev kontrolnih parametrov analogno-digitalne pretvorbe in zajem meritev
smo uporabili programsko opremo NI LabView. Pripadajoč blokovni diagram je pri-
kazan na sliki 3.3. Z blokom DAQ Assistant smo nastavili občutljivosti pospeškomera
ter sklopa senzorja sile in nabojnega ojačevalnika. Obenem smo tu določili frekvenco
vzorčenja fs = 50 kHz. Blok Trigger and Gate omogoča proženje meritve glede na
preseženi nivo izbranega signala. V našem primeru je bila to sila vzbujanja z nasta-
vljenim pragom sile 10 N. Za izbrano meritev se zajame še dodatnih 50 vzorcev pred
samim proženjem. Zajete meritve prikažemo na čelni plošči in jih shranimo kot .lvm
datoteko.
Slika 3.3: Blokovni diagram za zajem meritev.
3.1.2 Vzorci in materiali
Modalno testiranje smo izvedli za statorski sklop elektromotorja ter za njegove sestavne
dele, kot je prikazano na sliki 3.4. Obarvana okna predstavljajo sestavne dele in sklope,
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katere smo testirali. Jedro statorja, navitja in zalitja zaradi same tehnologije izdelave




jedro statorja navitja zalitje
Slika 3.4: Drevesna struktura sistema.
3.1.2.1 Gred
Gred je prikazana na sliki 3.5, podatki o njej pa so podani v preglednici 3.2. Na gredi
so označene točke, v katerih smo jo vzbujali z udarno motnjo.
Slika 3.5: Gred.
Preglednica 3.2: Podatki o gredi.




Nosilec statorja z mrežo vzbujevalnih točk je prikazan na sliki 3.6. Izdelan je iz alu-
minijeve zlitine s procesom tlačnega litja. Preglednicia 3.3 vsebuje glavne podatke o
nosilcu statorja.
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Slika 3.6: Nosilec statorja.
Preglednica 3.3: Podatki o nosilcu statorja.
Gabaritne mere (D×Š×V) [mm] 46,7×196×196
Material AlSi9Cu3
Masa [g] 810
3.1.2.3 Jedro statorja, navitja in zalitje
Modalnega testiranja jedra statorja, navitij in zalitja nismo izvedli, saj teh sestav-
nih delov nismo imeli na voljo. Njihovo skupno maso smo določili kot razliko mase
celotnega statorskega sklopa in sklopa gredi ter nosilca statorja. Eksplozijski pogled
geometrijskega modela omenjenih sestavnih delov je prikazan na sliki (3.7a).
(a) (b)
Slika 3.7: Stator: (a) Eksplozijski pogled geometrijskega modela jedra statorja,
navitja in zalitja, (b) Elastično podprt statorski sklop.
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Jedro statorja je narejeno iz lamelirane elektropločevine. Navitja sestojijo iz jeder, ki
so prav tako narejena iz lamelirane elektropločevine, ter iz izolacije in bakrene žice.
Stator je nato zalit z epoksi maso. Statorski sklop je prikazan na sliki (3.7b), kjer je
elastično podprt. V preglednici 3.4 so podane gabaritne mere statorja in njegova masa.
Preglednica 3.4: Podatki o jedru statorja, navitjih in zalitju.
Gabaritne mere (D×Š×V) [mm] 56×254×254
Masa [kg] 7,36
3.1.3 Identifikacija modalnih parametrov
Po končanem modalnem testiranju smo se lotili identifikacije modalnih parametrov.
Predprocesiranje podatkov, Dobsonovo metodo identifikacije modalnih parametrov in
postprocesiranje podatkov smo implementirali v ekosistemu Pythona.
V sklopu predprocesiranja podatkov smo strukturirali zajete podatke, uporabili časovna
okna ter z uporabo diskretne Fourierove transformacije transformirali podatke iz časovne
v frekvenčno domeno. Tu smo na osnovi teorije modalne analize določili modalne pa-
rametre obravnavanega sistema. Postprocesiranje podatkov vključuje prikaz modalnih
oblik v prostoru.
V nadaljevanju bomo za obravnavane sestavne dele in sklope na sliki 3.4 podali identi-
ficirane lastne fekvence, pripadajoče razmernike dušenja in prikazali njihove modalne
oblike.
3.1.3.1 Gred
Na sliki 3.8 je prikazano okolje pri izvedbi modalnega testiranja gredi. Označeni so












Slika 3.8: Modalno testiranje gredi.
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Geometrijski model gredi s pripadajočo mrežo vzbujevalnih točk je prikazan na sliki
3.9a. Na sliki 3.9a sta prikazana tudi globalni koordinatni sistem, v katerem bomo















Slika 3.9: Eksperimentalni model gredi; (a) Geometrijski model gredi s pripadajočimi
vzbujevalnimi točkami ter izbranim parom merilne in vzbujevalne točke, (b)
Postavitev pospeškomera pri modalnem testiranju gredi.
Na sliki 3.9b je prikazana lega pospeškomera in njegova orientacija tekom modalnega
testiranja. Preslikavo iz koordinatnega sistema pospeškomera v globalni koordinatni
sistem zapǐsemo kot:
x = y′,
y = −z′ sin(φ)− x′ cos(φ),
z = z′ cos(φ)− x′ sin(φ),
(3.1)
kjer je kot φ = 25◦. Gred smo pri izvajanju modalnega testiranja prosto podprli z
uporabo dveh tankih vrvic. Pri vzbujanju sistema smo uporabljali trdo konico, katere
amplitudna gostota |F (f)| je podana na sliki 2.11b. Priporočljivo je, da je amplitudna
gostota vzbujanja konstantna znotraj obravnavanega frekvenčnega območja oz. da
je njen padec manǰsi od 10 dB. Slednji ustreza frekvenci f ≈ 3600Hz, s čimer ne
zagotovimo ustreznega vzbujanja v željenem frekvenčnem območju. Kljub temu pa
lahko v primeru dobre koherence γ2 smatramo cenilko FPF za ustrezno tudi izven
danega frekvenčnega območja. Gred smo vzbujali pravokotno na površino, torej v y in
z smeri globalnega koordinatnega sistema. Pomembneǰsi parametri predprocesiranja
podatkov so podani v preglednici 3.5.
Preglednica 3.5: Pomembneǰsi parametri predprocesiranja podatkov meritev gredi.
Eksponentno okno - koeficient padca b 0,001
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Amplitudno frekvenčni diagram cenilke frekvenčne prenosne funkcije H1(f) je prikazan
na sliki 3.10a. Kot je značilno za Bodejev diagram, je amplituda izražena v decibe-
lih. Ker gre za cenilko pospešenosti A(f), je amplituda 20 log10|H1(f)| podana glede
na osnovo 1m/(s2N). Zaradi preglednosti smo prikazali cenilko FPF za vse tri koor-
dinate pospeškomera le za izbran par vzbujevalne in merilne točke, prikazan na sliki
3.9a. S prekinjeno črto označenih prvih 5 lastnih frekvenc fr, kjer ima H1(f) lokane
maksimume. Fazni digram je prikazan na sliki 3.10b. Razvidno je, da pride pri lastni
frekvenci do preskoka faze. Prikaz koherence γ2 je na sliki 3.10c. Pri lastnih frekvencah
je koherenca dovolj visoka, da lahko nadaljujemo z analizo.
Pri eksperimentalnem delu se kot oblika FPF uporablja pospešenost A(ω) pri merjenju
s pospeškomerom in pomičnost Y (ω) pri uporabi kamere. Pri teoretičnem pristopu pa
največkrat govorimo o podajnosti α(ω). Povezava med podajnostjo in pospešenostjo








Slika 3.10: Prikaz diagramov za izbran par točk na gredi; (a) Amplitudno frekvenčni
del Bodejevega diagrama, (b) Fazno frekvenčni del Bodejevega diagrama, (c)
Diagram koherence.
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Eksperimentalno dobljene lastne frekvence fr in pripadajoči razmerniki dušenja ξr so
podani v preglednici 3.6, modalne oblike pa na sliki 3.11. Slednje smo določili glede na
enačbo (3.1), pri čemer smo posamične komponente pomika v koordinatnem sistemu





, u = x′, y′, z′. (3.3)
Modalno konstanto smo določili v skladu s teoretičnimi osnovami iz pogavja 2.2.5.1.
Preglednica 3.6: Identificirane lastne frekvence fr gredi ter razmerniki dušenja ξr .









Slika 3.11: Prikaz eksperimentalno dobljenih modalnih oblik gredi; (a) 1. modalna
oblika {ψeks,1}, (b) 2. modalna oblika {ψeks,2}, (c) 4. modalna oblika {ψeks,4} , (d) 5.
modalna oblika {ψeks,5}.
Zaradi osne simetričnosti gredi se pojavljajo podvojene modalne oblike. To opazimo
na sliki 3.11, kjer sta prva in druga modalna oblika medsebojno zarotirani za 90◦ glede
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na simetrijsko os. Isto velja za četrto in peto modalno obliko, medtem ko je tretja
oblika glede na numerični model, predstavljen v poglavju 3.2.1, torzijska. Slednjo smo
deloma vzbudili kot posledico neidealno pravokotnega vzbujanja z udarnim kladivom
in jo kot tako lahko zaznamo na sliki 3.10a.
3.1.3.2 Nosilec statorja
Geometrijski model nosilca statorja s pripadajočo mrežo vzbujevalnih točk je prika-
zan na sliki 3.12a. Zaradi simetričnosti modalnih oblik smo vzbujali le polovico pre-
izkušanca. Na sliki 3.12a sta prikazana tudi globalni koordinatni sistem, v katerem











Slika 3.12: Eksperimentalni model nosilca statorja; (a) Geometrijski model nosilca
statorja s pripadajočimi vzbujevalnimi točkami ter parom merilne in vzbujevalne
točke, (b) Postavitev pospeškomera pri modalnem testiranju nosilca statorja.
Na sliki 3.12b je prikazana lega pospeškomera in njegova orientacija tekom testiranja.
Preslikava iz koordinatnega sistema pospeškomera v globalni koordinatni sistem je
podana z izrazom:
x = z′ sin(φ) + y′ cos(φ),
y = z′ cos(φ)− y′ sin(φ),
z = x′,
(3.4)
kjer je kot φ = π/8 radiana. Nosilec statorja smo pri izvajanju modalnega testira-
nja prosto podprli z uporabo dveh tankih vrvic. Sistem smo vzbujali pravokotno na
površino, torej v z smeri globalnega koordinatnega sistema. Pomembneǰsi parametri
predprocesiranja podatkov so podani v preglednici 3.7.
Na sliki 3.13a je prikazan amplitudni diagram cenilke frekvenčne prenosne funkcije
H1(f). Ker gre za cenilko pospešenosti A(f), je amplituda 20 log10|H1(f)| podana
glede na osnovo 1m/(s2N). Zaradi preglednosti smo prikazali cenilko FPF za vse tri
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koordinate pospeškomera le za izbran par vzbujevalne in merilne točke, prikazan na
sliki 3.12a. S prekinjeno črto označenih prvih 7 lastnih frekvenc fr. Fazni digram je
prikazan na sliki 3.13b. Razvidno je, da pride pri lastni frekvenci do preskoka faze.
Prikaz koherence γ2 je na sliki 3.13c.
Preglednica 3.7: Pomembneǰsi parametri predprocesiranja podatkov meritev nosilca
statorja.
Eksponentno okno - koeficient padca b 0,001






Slika 3.13: Prikaz diagramov za izbran par točk na nosilcu statorja; (a) Amplitudno
frekvenčni del Bodejevega diagrama, (b) Fazno frekvenčni del Bodejevega diagrama,
(c) Diagram koherence.
Eksperimentalno dobljene lastne frekvence fr in pripadajoči razmerniki dušenja ξr so
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podani v preglednici 3.8.
Preglednica 3.8: Identificirane lastne frekvence fr nosilca statorja ter razmerniki
dušenja ξr .








Modalne oblike so prikazane na sliki 3.14. Določili smo jih glede na enačbo (3.4),
pri čemer smo posamične komponente pomika v koordinatnem sistemu pospeškomera
dobili kot realni del modalne konstante rCik. Zaradi osne simetričnosti nosilca sta-
torja se pojavljajo podvojene modalne oblike, ki so paroma identične, frekvence pa so
zelo podobne. Prva in druga modalna oblika sta tako medsebojno zarotirani za 90◦
glede na z os globalnega koordinatnega sistema. Zaradi lukenj in izvrtin nosilec sta-
torja dejansko ni popolnoma osno simetričen, kar se odraža v dejstvu, da sta frekvenci




Slika 3.14: Prikaz eksperimentalno dobljenih modalnih oblik nosilca statorja; (a) 1.
modalna oblika {ψeks,1}, (b) 3. modalna oblika {ψeks,3}, (c) 4. modalna oblika
{ψeks,4}, (d) 6. modalna oblika {ψeks,6}.
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3.1.3.3 Statorski sklop - prosto podprtje
Geometrijski model statorskega sklopa je prikazan na sliki 3.15a. Kljub dejstvu, da so
za obravnavani sklop modalne oblike simetrične, smo mrežo vzbujevalnih točk razširili
na celoten sklop. Na sliki 3.15a sta prikazana tudi globalni koordinatni sistem, v kate-
rem bomo prikazali modalne oblike, ter par vzbujevalne in merilne točke, za katerega














Slika 3.15: Eksperimentalni model prosto podprtega statorskega sklopa; (a)
Geometrijski model statorskega sklopa s pripadajočimi vzbujevalnimi točkami ter
izbranim parom merilne in vzbujevalne točke, (b) Postavitev pospeškomera pri
modalnem testiranju prosto podprtega statorskega sklopa.
Na sliki 3.15b pa je prikazana lega pospeškomera in njegova orientacija tekom testira-
nja. Preslikavo iz koordinatnega sistema pospeškomera v globalni koordinatni sistem
zapǐsemo kot:
x = −y′,
y = x′ cos(φ)− z′ sin(φ),
z = x′ sin(φ) + z′ cos(φ).
(3.5)
Tu zavzame kot φ vrednost 135◦ in 180◦, saj smo izvedli dva seta meritev. Razlog za
to je v dejstvu, da so nekatere modalne oblike nahajajo v območju velike frekvenčne
gostote in jih kot take nismo mogli razločiti. V primeru, da je lokacija pospeškomera
obenem lokacija vozlǐsča ene izmed podvojenih modalnih oblik, lahko določimo drugo
modalno obliko in obratno.
Sklop gredi in nosilca statorja smo pri izvajanju modalnega testiranja prosto podprli z
uporabo dveh vrvi, kot je prikazano na sliki 3.17. Preizkušanec smo vzbujali pravokotno
na površino, kar v nekaterih točkah predstavlja smer x koordinate globalnega koordi-
natnega sistema. Vzbujanje gredi in oboda statorja pa smo izvedli v kombinacijah y
in z smeri globalnega koordinatnega sistema. Slednje smo pri prikazu modalnih oblik
upoštevali z ustrezno korekcijo. Pomembneǰsi parametri predprocesiranja podatkov so
podani v preglednici 3.9.
55
Metodologija raziskave in rezultati
Preglednica 3.9: Pomembneǰsi parametri predprocesiranja podatkov meritev prosto
podprtega statorskega sklopa.
Eksponentno okno - koeficient padca b 0,001
Frekvenčna ločljivost 1 Hz
Število povprečenj 5
Cenilka FPF H1(f)
Na sliki 3.16a je prikazan amplitudni diagram cenilke frekvenčne prenosne funkcije
H1(f) za izbran par vzbujevalne in merilne točke, prikazan na sliki 3.15a. Amplituda
20 log10|H1(f)| je podana v decibelih, z osnovo 1m/(s2N). V izbranem frekvenčnem
območju smo določili 12 modalnih oblik, katerih lastne frekvence fr so označene na
sliki 3.16a s prekinjeno črto. Glede na numerični model, opisan v poglavju 3.2.3, nam
ni uspelo identificirati dveh modalnih oblik. Fazni digram je prikazan na sliki 3.16b,




Slika 3.16: Prikaz diagramov za izbran par točk na prosto podprtem statorskemu
sklopu; (a) Amplitudno frekvenčni del Bodejevega diagrama, (b) Fazno frekvenčni del
Bodejevega diagrama, (c) Diagram koherence.
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Slika 3.17: Prosto podprt statorski sklop direktnega kolesnega pogona.
Eksperimentalno dobljene lastne frekvence fr in pripadajoči razmerniki dušenja ξr so
podani v preglednici 3.10.
Preglednica 3.10: Identificirane lastne frekvence fr prosto podprtega statorskega sklopa
ter razmerniki dušenja ξr.













Modalne oblike so prikazane na slikah 3.18 in 3.19. Slednje smo določili glede na
enačbo (3.5), pri čemer smo posamične komponente pomika v koordinatnem sistemu
pospeškomera dobili kot realni del modalne konstante z ozirom na enačbo (3.3). Na
slikah 3.18 in 3.19 nismo prikazali vseh modalnih oblik, temveč le enojne in eno iz
vsakega para podvojenih modalnih oblik.
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(a) (b)
(c) (d)
Slika 3.18: Prikaz eksperimentalno dobljenih modalnih oblik prosto podprtega
statorskega sklopa; (a) 1. modalna oblika {ψeks,1}, (b) 3. modalna oblika {ψeks,3}, (c)
5. modalna oblika {ψeks,5}, (d) 6. modalna oblika {ψeks,6}.
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(a) (b)
(c) (d)
Slika 3.19: Prikaz eksperimentalno dobljenih modalnih oblik prosto podprtega
statorskega sklopa; (a) 8. modalna oblika {ψeks,8}, (b) 10. modalna oblika {ψeks,10},
(c) 11. modalna oblika {ψeks,11}, (d) 12. modalna oblika {ψeks,12}.
3.1.3.4 Statorski sklop - elastično podprtje
Slika 3.20a prikazuje vpetje statorskega sklopa direktnega kolesnega pogona v namenski
nosilec. Shematični prikaz elastičnega podprtja je prikazan na sliki 3.20b. Nosilec smo
pritrdili na mizo z uporabo mizarske spone.
Na sliki 3.21a je prikazan geometrijski model s pripadajočo mrežo vzbujevalnih točk.
Na sliki 3.21a sta prikazana tudi globalni koordinatni sistem, v katerem bomo prikazali
modalne oblike, ter par vzbujevalne in merilne točke, za katerega bo prikazana izmer-
jena FPF. Na sliki 3.21b je prikazana lega pospeškomera in njegova orientacija tekom
testiranja. Preslikava iz koordinatnega sistema pospeškomera v globalni koordinatni
sistem je podana z izrazom:
x = −y′,
y = x′ cos(φ)− z′ sin(φ),
z = x′ sin(φ) + z′ cos(φ).
(3.6)
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Slika 3.20: Vpetje statorskega sklopa tekom meritve; (a) Vpetje statorskega sklopa v
nosilec, (b) Shematični prikaz elastičnega podprtja.
Vrednosti kota φ zavzemajo vrednosti −10◦, 35◦ in 55◦. Zaradi premajhne razmaknje-
nosti nekaterih lastnih frekvenc nismo mogli razločiti njihovih modalnih oblik. Tako
smo izvedli tri sete meritev, kjer je bila lokacija pospeškomera izmenično lokacija vo-
zlǐsča ene iz para podvojenih modalnih oblik.












Slika 3.21: Eksperimetnalni model statorskega sklopa pri elastičnem podprtju; (a)
Geometrijski model statorskega sklopa s pripadajočimi vzbujevalnimi točkami ter
izbranim parom merilne in vzbujevalne točke, (b) Postavitev pospeškomera pri
modalnem testiranju elastično podprtega statorskega sklopa.
Tekom izvajanja modalnega testiranja je bil statorski sklop elastično vpet. Posledica iz-
vedbe samega vpetja so bile dodatne modalne oblike v spodnjem frekvenčnem območju
v primerjavi z numeričnim modelom, opisanim v poglavju 3.2.4. Teh nismo upoštevali.
Preizkušanec smo vzbujali pravokotno na površino, kar v nekaterih točkah predstavlja
smer x koordinate globalnega koordinatnega sistema. Vzbujanje gredi in oboda sta-
torja pa smo izvedli v kombinacijah y in z smeri globalnega koordinatnega sistema.
Slednje smo pri prikazu modalnih oblik upoštevali z ustrezno korekcijo. Pomembneǰsi
parametri predprocesiranja podatkov so podani v preglednici 3.11.
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Preglednica 3.11: Pomembneǰsi parametri predprocesiranja podatkov meritev elastično
podprtega statorskega sklopa.
Eksponentno okno - koeficient padca b 0,001
Frekvenčna ločljivost 1 Hz
Število povprečenj 5
Cenilka FPF H1(f)
Na sliki 3.22a je prikazan amplitudni diagram cenilke frekvenčne prenosne funkcije
H1(f) za izbran par vzbujevalne in merilne točke, prikazan na sliki 3.21a. Kot je
značilno za Bodejev diagram, je amplituda izražena v decibelih. Ker gre za cenilko
pospešenosti A(f), je amplituda 20 log10|H1(f)| podana glede na osnovo 1m/(s2N). S
prekinjeno črto so označene lastne frekvence fr. Fazni digram je prikazan na sliki 3.22b,




Slika 3.22: Prikaz diagramov za izbran par točk na elastično podprtem statorskemu
sklopu; (a) Amplitudno frekvenčni del Bodejevega diagrama, (b) Fazno frekvenčni del
Bodejevega diagrama, (c) Diagram koherence.
Eksperimentalno dobljene lastne frekvence fr in pripadajoči razmerniki dušenja ξr so
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podani v preglednici 3.12.
Preglednica 3.12: Identificirane lastne frekvence fr elastično podprtega statorskega
sklopa ter razmerniki dušenja ξr.

















Zaradi osne simetričnosti sklopa se pojavljajo podvojene modalne oblike. Par slednjih
je zgolj medsebojno zarotiran glede na x os globalnega koordinatnega sistema. Na
slikah 3.23 - 3.25 so prikazane enojne in ena iz vsakega para podvojenih modalnih
oblik.
(a) (b)
Slika 3.23: Prikaz eksperimentalno dobljenih modalnih oblik elastično vpetega
statorskega sklopa; (a) 1. modalna oblika {ψeks,1}, (b) 4. modalna oblika {ψeks,4}.
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Slika 3.24: Prikaz eksperimentalno dobljenih modalnih oblik elastično vpetega
statorskega sklopa; (a) 5. modalna oblika {ψeks,5}, (b) 6. modalna oblika {ψeks,6}, (c)
8. modalna oblika {ψeks,8}, (d) 10. modalna oblika {ψeks,10}.
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(a) (b)
(c)
Slika 3.25: Prikaz eksperimentalno dobljenih modalnih oblik elastično vpetega
statorskega sklopa; (a) 11. modalna oblika {ψeks,11}, (b) 13. modalna oblika {ψeks,13},
(c) 15. modalna oblika {ψeks,15}.
3.2 Numerični model statorskega sklopa
Numerični model statorskega sklopa elektromotorja in njegovih sestavnih delov smo
izdelali v programskem okolju Ansys. Uvoz in poenostavitev geometrije, določitev
fizikalnih lastnosti materiala, mreženje 3D modela in sklapljanje sestavnih delov smo
izvedli v okolju Ansys Workbench. Določitev tipa analize, začetnih in obremenitvenih
pogojev, reševanje sistema enačb, izvoz in uvoz rezultatov ter njihov prikaz smo izvedli
v okolju Ansys Mechanical APDL. Razlog za to je v večji kontroli modeliranja in v
možnosti njegove avtomatizacije.
Rezultate analize, kot je primerjava eksperimentalno in numerično določenih modalnih
oblik ter frekvečnih prenosnih funkcij, smo prikazali v ekosistemu Pythona. Prav tako
smo tu ocenili utrujenostno poškodbo.
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3.2.1 Gred
Zamrežen geometrijski model gredi je prikazan na sliki 3.26. Mreža sestoji iz 10 vo-
zlǐsčnih tetraedričnih končnih elementov. Za namen prikaza rezultatov analize se na
mestih vzbujanja gredi nahajajo točkovni končni elementi z izrazito majhno maso, s
čimer ne spremenimo dinamskih lastnosti obravnavanega problema. Obenem sta na
sliki 3.26 označeni točki, ki predstavljata izbran par merilne in vzbujevalne točke, za
katerega bomo prikazali eksperimentalno in numerično določeno FPF.
točka vzbujanja
merilna točka
Slika 3.26: Zamrežen model gredi.
Materialne lastnosti modela smo določili na podlagi znane mase in eksperimentalno
določenih lastnih frekvenc, podanih v poglavju 3.1.3.1. Pri tem smo stremeli k čim
bolǰsem ujemanju slednjih z numerično dobljenimi lastnimi frekvencami. Gostota ρ,
modul elastičnosti E in Poissonovo število ν so podani v preglednici 3.13.




Numerično dobljene lastne frekvence fnum,r in njihovo odstopanje od eksperimentalno




⏐⏐⏐⏐ · 100. (3.7)
Modalne oblike smo primerjali grafično in numerično. Eksperimentalno dobljene mo-
dalne oblike smo prikazali v poglavju 3.1.3.1, zato je na tem mestu na sliki 3.27 prika-
zana grafična primerjava le prve in pete modalne oblike gredi.
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Preglednica 3.14: Numerično določene lastne frekvence gredi fnum,r.








Slika 3.27: Primerjava eksperimentalno in numerično dobljenih modalnih oblik gredi;
(a) 1. eksperimentalna modalna oblika {ψeks,1}, (b) 1. numerična modalna oblika
{ψnum,1}, (c) 5. eksperimentalna modalna oblika {ψeks,5}, (d) 5. numerična modalna
oblika {ψnum,5}.
Pri numerični primerjavi modalnih oblik smo uporabili kriterij modalnega zaupanja
(MAC, ang. Modal Assurance Criterion), ki je podan z enačbo:










pri čemer sta {ψ} in {ψ∗} kompleksno konjugiran par modalnih oblik. MAC matrika
je prikazana na sliki 3.28. Vrednosti na diagonali matrike so visoke, kar nakazuje, da
se eksperimentalno in numerično dobljene modalne oblike dobro ujemajo.
66
Metodologija raziskave in rezultati
Slika 3.28: Primerjava modalnih oblik gredi z uporabo MAC kriterija.
S poznanimi lastnimi frekvencami fnum,r in masno normiranimi lastnimi vektorji {φnum,r}
določimo odziv gredi na harmonično motnjo upoštevajoč enačbo (2.130). Pri izračunu
odziva modalne koordinate qr smo upoštevali eksperimentalno dobljene razmernike
dušenja ξr, podane v preglednici 3.6.
Na sliki 3.29 sta prikazani podajnosti α(f) za izbran par vzbujevalne in merilne točke,
prikazan na sliki 3.26, pri čemer je αeks(f) eksperimentalno določena podajnost in
αnum(f) numerično določena podajnost. Amplituda je podana v dB glede na osnovo
1mm/N. S slike je razvidno, da se FPF dobro ujemata, kar nakazuje na ustrezen
numerični model gredi.
Slika 3.29: Primerjava eksperimentalno in numerično določene FPF.
3.2.2 Nosilec statorja
Na sliki 3.30 je prikazan zamrežen geometrijski model nosilca statorja. Mreža je sesta-
vljena iz 20 vozlǐsčnih heksaedričnih in 10 vozlǐsčnih tetraedričnih končnih elementov.
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Na mestih vzbujanja se nahajajo točkovni končni elementi zanemarljive mase, ki služijo
prikazu rezultatov analize. Prav tako sta na sliki 3.30 označeni točki, ki predstavljata
izbran par merilne in vzbujevalne točke, za katerega bomo prikazali eksperimentalno
in numerično določeno FPF.
točka vzbujanja
merilna točka
Slika 3.30: Zamrežen model nosilca statorja.
Materialne lastnosti numeričnega modela so podane v preglednici 3.15. Določili smo
jih na podlagi znane mase in eksperimentalno določenih lastnih frekvenc, podanih v
poglavju 3.1.3.2. Pri tem smo si prizadevali za čim bolǰse ujemanje ekpserimentalno in
numerično določenih lastnih frekvenc.




Numerično določene lastne frekvence fnum,r in njihovo odstopanje od eksperimentalno
določenih feks,r so podane v preglednici 3.16. Eksperimentalno določene podvojene
modalne oblike so frekvenčno bolj razmaknjene kot numerično določene, vzrok za to
je naverjetneje vpliv mase pospeškomera. Materialne lastnosti modela smo nastavili
tako, da smo dosegli čim manǰso napako glede na obravnavane modane oblike.
Preglednica 3.16: Numerično določene lastne frekvence nosilca statorja fnum,r.
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Eksperimentalno dobljene modalne oblike so prikazane v poglavju 3.1.3.2. Vizualna
primerjava dveh modalnih oblik je prikazana na sliki 3.31. Razvidno je, da sta pri




Slika 3.31: Primerjava eksperimentalno in numerično dobljenih modalnih oblik nosilca
statorja; (a) 1. eksperimentalna modalna oblika {ψeks,1}, (b) 1. numerična modalna
oblika {ψnum,1}, (c) 3. eksperimentalna modalna oblika {ψeks,3}, (d) 3. numerična
modalna oblika {ψnum,3}.
Numerično smo primerjali modalne oblike z uporabo MAC kriterija. Na sliki 3.32
sta prikazani pripadajoči MAC matriki, pri čemer so na sliki 3.32a upoštevane vse
tri komponente modalne oblike, na sliki 3.32b pa zgolj z komponenta. Pri slednji so
vrednosti na diagonali matrike visoke, kot bi lahko pričakovali na podlagi vizualne
primerjave modalnih oblik. Pri upoštevanju vseh treh komponent modalnih oblik pa
dobimo na diagonali MAC matrike nekoliko manǰse vrednosti kot posledico neujemanja
x in y komponente modalnih oblik.
S poznanimi lastnimi frekvencami fnum,r in masno normiranimi lastnimi vektorji {φnum,r}
določimo odziv nosilca statorja na harmonično motnjo upoštevajoč enačbo (2.130). Pri
izračunu odziva modalne koordinate qr smo upoštevali eksperimentalno dobljene raz-
mernike dušenja ξr, podane v preglednici 3.8.
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(a)
(b)
Slika 3.32: Primerjava modalnih oblik nosilca statorja z uporabo MAC kriterija; (a)
MAC matrika upoštevajoč vse komponente modalnih oblik, (b) MAC matrika
upoštevajoč le z komponento modalnih oblik.
Na sliki 3.33 sta prikazani podajnosti α(f) za izbran par vzbujevalne in merilne točke,
prikazan na sliki 3.30, pri čemer je αeks(f) eksperimentalno določena podajnost in
αnum(f) numerično določena podajnost. Amplituda je podana v dB glede na osnovo
1mm/N. Razvidno je odstopanje lastnih frekvenc, se pa posamezni vrhovi FPF dobro
ujemajo, kar pomeni ustrezno identifikacijo razmernikov dušenja ξr.
Slika 3.33: Primerjava eksperimentalno in numerično določene FPF.
3.2.3 Prosto-prosto podprt statorski sklop
Na sliki 3.34a je prikazan zamrežen geometrijski model statorskega sklopa elektromo-
torja. Na mestih vzbujanja se nahajajo točkovni končni elementi zanemarljive mase,
ki služijo prikazu rezultatov analize. Obenem sta na sliki 3.34a označeni točki, ki
predstavljata izbran par merilne in vzbujevalne točke, za katerega bomo prikazali eks-
perimentalno in numerično določeno FPF.
Kot je prikazano na sliki 3.4, sestoji statorski sklop direktnega kolesnega pogona iz
gredi, katere numerični model je opisan v poglavju 3.2.1, nosilca statorja z numeričnim
70
Metodologija raziskave in rezultati
modelom, predstavljenem v poglavju 3.2.2, ter jedra statorja, navitij in zalitja. Zadnje
tri sestavne dele smo obravnavali poenostavljeno kot homogeno maso, katere vpliv na
dinamske lastnosti statorskega sklopa naj bi bil v obravnavenem frekvenčnem območju
ekvivalenten dejanskim sestavnim delom. Zamrežen geometrijski model poenostavljne
strukture je prikazan na sliki 3.34b. Mreža modela je sestavljena iz 20 vozlǐsčnih
heksaedričnih končnih elementov.
točka vzbujanja merilna točka
(a) (b)
Slika 3.34: Prosto-prosto podprt statorski sklop; (a) Zamrežen model statorskega
sklopa, (b) Zamrežen model poenostavljenega statorja.
Sestavne deli smo medsebojno sklopili z uporabo lepljivega spoja, kar predstavlja doda-
tno poenostavitev, kjer ne upoštevamo prednapetega stanja pri nadaljnji modalni ana-
lizi. Vpliv obeh poenostavitev smo v določeni meri upoštevali pri določitvi materialnih
lastnosti tako poenostavljenega modela statorja kot nosilca statorja samega, katerega
numerični model smo sicer predhodno že validirali. Materialne lastnosti numeričnega
modela so podane v preglednici 3.17. Pri njihovem določanju smo si prizadevali za čim
bolǰse ujemanje numerično in eksperimentalno določenih lastnih frekvenc, podanih v
poglavju 3.1.3.3.
Preglednica 3.17: Materialne lastnosti numeričnega modela nosilca statorja.
Gred Nosilec statorja Stator
Gostota [kg/m3] 7790 2675 6158
E [GPa] 218,8 81 12,5
ν [/] 0,32 0,49 0,49
Numerično določene lastne frekvence fnum,r in njihovo odstopanje od eksperimentalno
določenih feks,r so podane v preglednici 3.18. Vrstni red lastnih frekvenc in pripadajočih
modalnih oblik se spremeni glede na eksperimentalno določene modalne oblike, kar je v
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preglednici tudi označeno z indeksom pripadajoče eksperimentalno določene modalne
oblike reks. Materialne lastnosti numeričnega modela smo nastavili tako, da smo dosegli
čim manǰse odstopanje v spodnjem frekvenčnem območju, kjer imajo modalne oblike
dominanten vpliv na odziv strukture.
Eksperimentalno dobljene modalne oblike so prikazane v poglavju 3.1.3.3. Na sliki 3.35
je prikazana vizualna primerjava eksperimentalne in numerične modalne oblike z do-
brim in s slabšim ujemanjem. Vrstni red modalnih oblik temelji na numeričnem modelu.
(a) (b)
(c) (d)
Slika 3.35: Primerjava eksperimentalno in numerično dobljenih modalnih oblik prosto
podprtega statorskega sklopa; (a) 5. eksperimentalna modalna oblika {ψeks,5}, (b) 5.
numerična modalna oblika {ψnum,5}, (c) 11. eksperimentalna modalna oblika{ψeks,11},
(d) 10. numerična modalna oblika{ψnum,10}.
Numerično smo primerjali modalne oblike z uporabo MAC kriterija. MAC matrika je
prikazana na sliki 3.37. Vrednosti na diagonali matrike nakazujejo na pravilno določitev
parov eksperimentalno in numerično določenih modalnih oblik. Predvsem to velja
za spodnje frekvenčno območje, kjer s poenostavljenim modeliranjem statorja nismo
znatno vplivali na dinamske lastnosti sistema. Pri vǐsjih lastnih frekvencah pa se
izkaže, da s poenostavljenim numeričnim modelom dejanske strukture ne popǐsemo
ustrezno, kar je razvidno s primerjavo 10. modalne oblike, prikanane na slikah 3.35c
in 3.35d. Opazimo, da se modalni obliki ujemata na področju gredi in nosilca statorja,
deformacija statorja pa je opisana neustrezno.
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Preglednica 3.18: Numerično določene lastne frekvence fnum,r prosto podprtega stator-
skega sklopa.
r fnum,r [Hz] reks napaka [%]
1 628 1 0,8
2 654 2 0,3
3 673 3 0,7
4 673 4 0,7
5 865 5 5,8
6 1676 7 5,5
7 1676 6 5,7
8 2447 8 2,1
9 2456 9 2,9
10 2461 11 11,8
11 2765 / /
12 2783 12 5,0
13 2821 / /
14 2821 10 4,9
Na osnovi MAC kriterija v kombinaciji s preglednico 3.18 in sliko 3.35 lahko povza-
memo, da je bila poenostavitev pri modeliranju statorja in pri sklopitevi sestavnih
delov upravičena, saj smo v frekvenčnem območju interesa zadovoljivo zajeli dinam-
ske lastnosti statorskega sklopa, pri čemer smo ohranili relativno enostaven numerični
model.
Slika 3.36: Primerjava modalnih oblik prosto podprtega statorskega sklopa z uporabo
MAC kriterija.
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S poznanimi lastnimi frekvencami fnum,r in masno normiranimi lastnimi vektorji {φnum}r
določimo odziv prosto podprtega statorskega sklopa na harmonično motnjo upoštevajoč
enačbo (2.130). Pri izračunu odziva modalne koordinate qr smo upoštevali eksperi-
mentalno dobljene razmernike dušenja ξr, podane v preglednici 3.10. Na sliki 3.37 sta
prikazani podajnosti α(f) za izbran par vzbujevalne in merilne točke, prikazan na sliki
3.34a, pri čemer je αeks(f) eksperimentalno določena podajnost in αnum(f) numerično
določena podajnost. Amplituda je podana v dB glede na osnovo 1mm/N.
Slika 3.37: Primerjava eksperimentalno in numerično določene FPF.
3.2.4 Elastično podprt statorski sklop
Numeričnemu modelu prosto podprtega statorskega sklopa, podanem v poglavju 3.2.3,
smo spremenili robni pogoj in ga elastično podprli, kot je prikazano na sliki 3.38.
točka vzbujanja merilna točka
elastično
podprtje
Slika 3.38: Zamrežen model elastično podprtega statorskega sklopa.
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Prav tako sta na sliki 3.38 označeni točki, ki predstavljata izbran par merilne in vzbu-
jevalne točke, za katerega bomo prikazali eksperimentalno in numerično določeno FPF.
Numerično določene lastne frekvence fnum,r in njihovo odstopanje od eksperimentalno
določenih feks,r so podane v preglednici 3.19. Vrstni red lastnih frekvenc in pripadajočih
modalnih oblik se spremeni glede na eksperimentalno določene modalne oblike, kar je v
preglednici tudi označeno z indeksom pripadajoče eksperimentalno določene modalne
oblike reks.
Preglednica 3.19: Numerično določene lastne frekvence fnum,r elastično podprtega sta-
torskega sklopa.
r fnum,r [Hz] reks napaka [%]
1 177 1 2,3
2 184 2 3,7
3 428 4 3,1
4 436 3 4,5
5 673 7 0,6
6 674 6 1,2
7 865 5 47,2
8 1678 9 3,1
9 1678 8 5,3
10 2452 11 2,0
11 2461 12 3,2
12 2464 10 2,5
13 2745 15 0,3
14 2766 16 6,2
15 2824 13 8,8
16 2824 14 8,5
S prilagajanjem togosti elastičnega podprtja smo minimalizirali napako prvih štirih
lastnih frekvenc, medtem ko na ostale lastne frekvence s tem nismo bistveno vplivali. Le
pri 7. lastni frekvenci obstaja bistveno neskladje med numeričnim modelom in realno
strukturo, kar je posledica razhajanj med načinom dejanskega podprtja statorskega
sklopa in numeričnim modeliranjem slednjega.
Eksperimentalno dobljene modalne oblike so prikazane v poglavju 3.1.3.4. Na sliki 3.39
je prikazana vizualna primerjava 1. in 3. modalne oblike.
Rezultati primerjave modalnih oblik z uporabo MAC kriterija so prikazani na sliki 3.40.
Diagonalne vrednosti MAC matrike za prve štiri modalne oblike sicer niso izrazito
visoke, še vedno pa nakazujejo korelacijo med eksperimentalno in numerično dobljenimi
modalnimi oblikami. Preostale modalne oblike so identične tistim pri prosto-prosto
podprtem statorskemu sklopu elektromotorja.
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(a) (b)
(c) (d)
Slika 3.39: Primerjava eksperimentalno in numerično dobljenih modalnih oblik
elastično podprtega statorskega sklopa; (a) 1. eksperimentalna modalna oblika
{ψeks,1}, (b) 1. numerična modalna oblika {ψnum,1}, (c) 4. eksperimentalna modalna
oblika{ψeks,4}, (d) 3. numerična modalna oblika{ψnum,3}.
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Slika 3.40: Primerjava modalnih oblik elastično podprtega statorskega sklopa z
uporabo MAC kriterija.
S poznanimi lastnimi frekvencami fnum,r in masno normiranimi lastnimi vektorji {φnum,r}
določimo odziv elastično podprtega statorskega sklopa na harmonično motnjo glede na
enačbo (2.130). Pri izračunu odziva modalne koordinate qr smo upoštevali eksperimen-
talno dobljene razmernike dušenja ξr, podane v preglednici 3.12.
Na sliki 3.41 sta prikazani podajnosti α(f) za izbran par vzbujevalne in merilne točke,
prikazan na sliki 3.38, pri čemer je αeks(f) eksperimentalno določena podajnost in
αnum(f) numerično določena podajnost. Amplituda je podana v dB glede na osnovo
1mm/N.
Slika 3.41: Primerjava eksperimentalno in numerično določene FPF.
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3.3 Vibracijsko utrujanje statorskega sklopa elek-
tromotorja
Pri analizi vibracijskega utrujanja smo na podlagi validiranega numeričnega modela
prosto in elastično podprtega statorskega sklopa elektromotorja določili njegov odziv
na predpisano vzbujanje z elektrodinamičnim stresalnikom. Teoretična podlaga za
ta del izračuna je podana v poglavju 2.3.3. Dobljeno napetostno stanje je osnova za
izračun utrujenostne poškodbe, katero smo ocenili v skladu s teorijo, podano v poglavju
2.4.
3.3.1 Analiza odziva pri vzbujanju sistema z naključnim si-
gnalom
Analizo odziva pri vzbujanju sistema z naključnim signalom smo izvedli v program-
skem okolju Ansys Mechanical APDL. Togo podprtje statorskega sklopa elektromotorja
predstavlja robni pogoj numeričnega modela, kot je prikazano na sliki 3.42, kjer so vo-
zlǐsča podprtja obarvana vijolično. Prostostnim stopnjam togega podprtja je predpisan
pospešek ¨̃uR(t) z gostoto enostranskega močnostnega spektra W¨̃uR(ω).
Slika 3.42: Togo podprtje statorskega sklopa elektromotorja.
Vzbujanje sistema je definirano glede na standard ISO 16750-3 [12], za komponente na
nevzmetenih delih vozila. Gostota močnostnega spektra pospeška W¨̃uR(f) je podana v
preglednici 3.20. Sistem vzbujamo zaporedno v vseh treh oseh koordinatnega sistema,
pri čemer je čas vibracijskega utrujanja 8 h za vsako smer vzbujanja.
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Preglednica 3.20: Gostota močnostnega spektra pospeška W¨̃uR(f).










Vpliv togega podprtja na lastne frekvence je povzet v preglednici 3.21. Razvidno je,
da se zaradi večje togosti izbranega podprtja napram elastičnemu bistveno spremenijo
prve štiri in sedma lastna frekvenca fnum,r.
Pri izračunu gostote močnostnega spektra napetosti Ws(f) smo upoštevali lastnim
frekvencam pripadajoče razmernike dušenja ξr, katere smo določili v poglavju identi-
fikacije modalnih parametrov elastično podprtega statorskega sklopa elektromotorja.
Podani so v preglednici 3.12. Transformacijo večosnega napetostnega stanja v enoosno
smo opravili z uporabo EVMS kriterija, ki je reformulacija von Misesove napetosti v
frekvenčnem prostoru. Opisan je v poglavju 2.3.3.1. Gostota močnostnega spektra
ekvivalentne von Misesove napetosti Wsc(f) za končni element z največjo utrujenostno
poškodbo je prikazana na sliki 3.43. Slika prikazuje gostoto enostranskega močnostnega
spektra Wsc(f) za vse tri smeri vzbujanja, pri čemer je amplituda 10 log10|Wsc(f)| po-
dana glede na osnovo 1MPa2/Hz ter močnostni spekter predpisanega pospeška togega
podprtja W¨̃uR(f) z amplitudo 10 log10|W¨̃uR(f)|, podano glede na osnovo 1 (m/s
2)2/Hz.
Preglednica 3.21: Primerjava lastnih frekvenc fnum,r elastično in togo podprtega sta-
torskega sklopa elektromotorja.
Elastično podprtje Togo podprtje
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Slika 3.43: Gostota močnostnega spektra pospeška togega podprtja W¨̃uR(f) in
ekvivalentne von Misesove napetosti Wsc(ω).
3.3.2 Izračun utrujenostne poškodbe
S poznano gostoto močnostnega spektra ekvivalentne von Misesove napetosti Wsc(f)
smo v ekosistemu Pythona določili povprečno utrujenostno poškodbo E [D] na osnovi
enačbe (2.182), kjer je funkcija gostote verjetnosti amplitude napetosti pa(sc) podana
z enačbo (2.185). Funkcija pa(sc) je za element z največjo poškodbo prikazana na sliki
3.44, pri čemer smo vzbujali sistem zaporedno v x, y in z smeri koordinatnega sistema.
Razvidno je, da se največje amplitude napetosti sc(t) pojavljajo pri vzbujanju v x
smeri, kot posledica vzbujene modalne oblike pri lastni frekvenci 381 Hz.
Slika 3.44: Funkcija gostote verjetnosti amplitude napetosti pa(sc).
Koeficienta Basquinove enačbe Wöhlerjeve krivulje b in s′f smo določili na osnovi enačbe
regresijske premice Wöhlerjeve krivulje, podane v logaritemskih koordinatah. S-N dia-
gram za aluminijevo zlitino AlSi9Cu3 v kombinaciji z visokotlačnim litjem kot postop-
kom izdelave je prikazan na sliki 3.45a. Porušitev zaradi nastanka razpoke na površini
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preizkušanca je označena s polnim črnim krogom, medtem ko votli krog predstavlja
porušitev zaradi nastanka poškodbe v notranjosti preizkušanca.
(a) (b)
Slika 3.45: Wöhlerjeva krivulja; (a) S-N diagram za AlSi9Cu3 [13], (b) S-N diagram
za 42CrMoS4 [14].






S-N diagram za jeklo 42CrMoS4, s postopkom obdelave kaljenja in popuščanja, je pri-
kazan na sliki 3.45b. Tu je porušitev zaradi nastanka razpoke na površini preizkušanca
označena s polnim črnim krogom, porušitev zaradi nastanka razpoke v notranjosti pre-
izkušanca z deloma polnim črnim krogom, votli krog pa predstavlja utrujenostni test






Povprečno utrujenostno poškodbo E [D] smo uvozili v programsko okolje Ansys Me-
chanical APDL. Prikazana je na sliki 3.46, kjer je uporabljeno logaritemsko merilo.
Največja vrednost utrujenostne poškodbe je D = 0.151667 ≤ 1. Pri tem je potrebno
upoštevati vpliv EVMS kriterija, S-N krivulje ter cenilke poškodbe.
Pri definiciji EVMS kriterija [7] obstajajo neskladnosti, ki vodijo v netočnost ocene
utrujenostne poškodbe pri določenih kombinacijah materialnih poškodbenih parame-
trov. Njegova potencialna pomankljivost je predpostavka, da je naklon S-N krivulje
enak za normalno in strižno napetost. Modifikacija izbranega kriterija je obravnavana
v [15], kjer so podani izrazi za oceno njegove natačnosti pri različnih tipih obremenitve.
V okviru naloge smo določili utrujenostno poškodbo na osnovi S-N krivulj, povzetih iz
literature. Pri tem nismo upoštevali različnih tipov obremenitve, niti vpliva hrapavosti
površine. Ocena parametrov S-N krivulje za obravnavani sklop predstavlja znaten vir
napake v oceni utrujenostne poškodbe. Prav tako nismo upoštevali vpliva statične
napetosti kot posledico krčnega naseda, saj smo pri modeliranju z MKE slednjega
zanemarili in uporabili lepljive spoje. Vpliv statične napetosti bi sicer zajeli s korekcijo
S-N krivulje [7].
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Slika 3.46: Prikaz povprečne utrujenostne poškodbe E [D] pri vibracijskem testiranju.
Idealna cenilka utrujenostne poškodbe je konsistentna glede na tip spektra ter vre-
dnost materialnih poškodbenih parametrov. Primerjava cenilk poškodbe je podana
v [16], kjer je obravnavan vpliv oblike spektra, šuma, spektralne širine in razmaknje-
nosti modalnih oblik. Poleg tega je izvedena primerjava cenilk za tipične spektre v
avtomobilski industriji. Pri tem je referenčna poškodba določena v časovni domeni kot
kombinacija metode štetja zaključenih obremenitvenih ciklov in Palmgren-Minerjeva
pravila. Z zmanǰsevanjem parametra b Basquinove enačbe raste relativna napaka vseh
primerjanih cenilk. Za primer aluminija se Dirlikova metoda določanja utrujenostne
poškodbe izkaže za eno izmed bolǰsih metod, čeprav je v splošnem konservativna, a z




V sklopu magistrskega dela smo izvedli dinamsko analizo statorskega sklopa direktnega
kolesnega pogona.
1. Izvedli smo eksperimentalno modalno analizo statorskega sklopa direktnega ko-
lesnega pogona in njegovih sestavnih delov. Identificirali smo njihove modalne
parametre v konfiguraciji prostega podprtja z namenom minimizacije vpliva rob-
nih pogojev.
2. Razvili smo numerični model obravnavanega sklopa in njegovih sestavnih delov.
Preko primerjave izmerjenih in numerično pridobljenih modalnih parametrov smo
validirali numerični model.
3. Zaradi poenostavljenega modeliranja statorja in kontaktov med sestavnimi deli
smo prilagodili materialne lastnosti posameznih sestavnih delov, s čimer smo
ohranili ujemanje izmerjenih in numerično pridobljenih modalnih parametrov.
4. Na osnovi numeričnega modela smo določili odziv sistema na naključno vzbujanje,
podano s standardom ISO 16750-3. Za ta namen smo eksperimentalno določili
modalne parametre za elastično podprt statorski sklop. Zaradi oteženosti mode-
liranja robnih pogojev je pri tem prǐslo do večjega odstopanja med izmerjeno in
numerično pridobljeno sedmo lastno frekvenco.
5. Z uporabo EVMS kriterija smo preslikali večosno napetostno stanje v ekvivalen-
tno von Misesovo napetost.
6. Z Dirlikovo metodo smo ocenili utrujenostno poškodbo pri vibracijskem testira-
nju.
Z izvedbo eksperimentalne modalne analize prosto-prosto podprtega statorskega sklopa
direktnega kolesnega pogona smo v frekvenčnem območju 0-3 kHz identificirali 12 la-
stnih frekvenc fr s pripadajočimi modalalnimi oblikami {ψeks,r} ter razmerniki dušenja
ξr. Glede na numerični model obravnavanega sklopa nismo identificirali dveh modalnih
oblik.
Z namenom ohranitve ujemanja izmerjenih in numerično pridobljenih lastnih frekvenc
smo numeričnemu modelu statorskega sklopa povečali modul elastičnosti E ter Poisso-
novo število ν nosilca statorja. Prav tako smo določili omenjena materialna parametra
83
Zaključki
za poenostavljen numerični model statorja. Izkazalo se je, da slednji ustrezno popǐse
dinamske lastnosti statorskega sklopa v frekvenčnem območju 0-2 kHz. Za vǐsje lastne
frekvence pri primerjavi nekaterih modalnih oblik zavzamejo diagonalni elementi MAC
matrike manǰse vrednosti.
Eksperimentalno smo določili modalne parametre elastično vpetega statorskega sklopa
direktnega kolesnega pogona, pri čemer smo napram prosto podprtemu statorskemu
sklopu identificirali dodatne modalne oblike. Slednje ustrezajo numeričnim modalnim
oblikam togo podprtega statorskega sklopa {ψnum,r}. Na osnovi numeričnega modela
togo podprtega statorskega sklopa smo določili odziv sistema na vzbujanje z naključnim
signalom. Pri tem smo upoštevali eksperimentalno dobljene razmernike dušenja ξr
elastično podprtega sklopa elektromotorja.
Pri določitvi utrujenostne poškodbe smo z upoštevanjem matrike gostote močnostnega
spektra šestih komponent napetostnega tenzorja določili gostoto močnostnega spek-
tra ekvivalentne von Misesove napetosti. Na njeni osnovi smo po Dirlikovi metodi
izrazili funkcijo gostote verjetnosti amplitude napetosti pa(sc) in z uporabo Palmgren-
Minerjevega pravila ocenili povprečno utrujenostno poškodbo. Njena največja vrednost
je E [D]=0.151667 ≤ 1, torej za izbran par S-N diagramov pri vibracijskem testiranju
statorskega sklopa direktnega kolesnega pogona ne pride do njegove porušitve.
Predlogi za nadaljnje delo
Nadaljnje delo bi lahko zajemalo nadgradnjo obstoječega MKE modela z upoštevanjem
krčnega naseda in njegovo validacijo na osnovi že pomerjenih modalnih parametrov
statorskega sklopa elektromotorja. MKE model bi razširili na celoten elektromotor, pri
čemer bi preučili numerično modeliranje ležajev.
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